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Предисловие

Данная книга — седьмая в серии трёхуровневых учебников по мате­
матике, созданных коллективом авторов из числа научных сотрудников 
Математического института им. В.А. Стеклова Российской академии 
наук, Института математики им. С.Л. Соболева Сибирского отделения 
Российской академии наук, Института педагогических исследований 
одарённости детей Российской академии образования, профессоров и 
доцентов Московского государственного университета им. М.В. Ломо­
носова и Новосибирского государственного университета.

Прежде всего авторы отказались от традиционного деления матема­
тики на несколько дисциплин: арифметику, алгебру, геометрию, три­
гонометрию, основы анализа и так далее. Все перечисленные предметы 
предлагается изучать в общем курсе. Это подчёркивает единство мате­
матической науки, тесную взаимосвязь развиваемых в ней идей и мето­
дов, фундаментальную роль математики как важного элемента общей 
культуры.

Потребности использования математики в разных областях чело­
веческой деятельности различны, так же как различны и природные 
склонности и способности учащихся, поэтому не всем им математика 
нужна в одинаковом объёме. В настоящем учебнике приняты три уров­
ня изложения, отличающиеся не только объёмом, но главным образом 
глубиной и сложностью изучаемого материала. Первый уровень пред­
полагает овладение знаниями, способствует формированию умений и 
навыков, которые необходимы каждому культурному человеку. Второй 
уровень должен обеспечить усвоение и закрепление умений и навыков, 
которые позволят успешно продолжить обучение сначала в старшей 
школе, а затем и в вузе. На этом уровне развивается и дополняется ма­
териал первого уровня. Третий уровень — специализированный. На 
этом уровне, в дополнение ко второму, предполагается воспитание про­
фессионального интереса к математике и сознательное овладение логи­
кой рассуждений. Материал первого уровня может изучаться независи­
мо от второго и третьего, а материал второго не зависит от изучаемого 
на третьем уровне. Разделы, относящиеся ко второму уровню, отмечены 
в тексте звёздочкой, а материал третьего уровня — двумя звёздочками.
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Учебник состоит из 12 глав, разбитых на параграфы, которые делят­
ся на более мелкие разделы — пункты. К каждому параграфу предлага­
ются контрольные вопросы, задачи, упражнения и тесты, а к каждому 
пункту — подходящий «открытый вопрос». Наличие открытых вопро­
сов — важная особенность изложения учебного материала. Фактически 
эти вопросы — специальные темы для размышления и обсуждения. От­
веты на них не всегда однозначны. Более того, иногда сознательно пред­
полагается, что существует несколько различных правильных ответов. 
Многие из них можно найти на страницах учебника, а в некоторых слу­
чаях их подсказывает окружающая действительность. Часто именно от­
вет на открытый вопрос дополняет материал пункта до логического за­
вершения.

Учебник прошёл апробацию в школах нескольких регионов, полу­
чил положительные экспертные заключения РАН и РАО, рекомендован 
Министерством просвещения Российской Федерации.

Авторы выражают искреннюю признательность академику РАО 
В.Д. Шадрикову, принимавшему активное участие в разработке кон­
цепции многоуровневого обучения. Авторы благодарят докторов фи­
зико-математических наук М.П. Вишневского и А.И. Саханенко за 
участие на первоначальном этапе в формировании содержания трёх­
уровневого обучения.

Авторы считают также своим долгом вспомнить коллег, которых 
уже нет с нами, — доцента В.В. Войтишека, профессора Т.И. Зеленяка 
и профессора Д.М. Смирнова.
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Глава
ПРЕДЕЛ И НЕПРЕРЫВНОСТЬ ■

В этой главе мы рассмотрим важные понятия предела функции и непрерыв­
ности, их основные свойства, и установим непрерывность большинства фун­
кций, которые изучаются в школьном курсе математики. Будет показано, как 
применять свойства монотонности и непрерывности при решении некоторых 
уравнений и неравенств.

§ 1. ПРЕДЕЛ ФУНКЦИИ ■

1.1. Область определения функции. Множество всех тех чисел, для 
которых имеет смысл рассматривать числовую функцию, заданную фор­
мулой, иногда называют естественной областью определения функции.

Функция может быть определена при всех действительных х. Напри­
мер, естественная область определения функции Дх) = sinx — это вся 
числовая прямая.

Функция может быть определена на промежутке числовой прямой. 
Например, функция Дх) = Ѵх определена при х > 0, то есть на луче [0; ©°).

Функция может быть определена на объединении нескольких проме­
жутков. Например, функция Дх) = ^х2 + х определена при х > 0 и при 
х < -1, то есть на множестве D = (-©о; -1] и [0; ©°).

Функция может быть определена на объединении бесконечного числа 
промежутков. Например, функцияДх) = tgx определена на интервалах

5л Зл
2 ; 2

л л) /л Зл) /Зл 5л , то есть на всех ин­

тервалах вида -„ + тп; + ^^ , где т — любое число.

Естественной областью функции Дх) = 
И = (-©©; -1)и{0}и(1;©©). х2-1 является множество

Иногда функция может рассматриваться на непустом множестве, 
которое является лишь частью естественной области определения, что 
оговаривается специально. Например, можно рассматривать функцию 
Дх) = sin х на промежутке |]-

Вопрос. Какова естественная область определения функции
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■ Глава 1. Предел и непрерывность

1.2. ** Пример области определения функции. Рассмотрим функ­
цию /(x) = lg|sin^. В её области определения х^О. Логарифмы вычисля-
ют только от положительных чисел, поэтому найдём такие х, для которых 
зіп^ > 0. Решением этого неравенства является множество промежутков 

2л£ < ^ < л + 2ик, где к — любое целое число. Отсюда при к = 0 имеем х > ^, 

при К > 0 имеем 77—г > X >  X—7-, При К < 0 также имеем 77—7- > X >  77—г.н 2л^ п + 2пк к 2л± п + 2пк
Это множество и есть естественная область определения функции

/(x) = lg^sin^. Часть этой области изображена на рис. 1.

І 1' 1 ' 1 о 1 І І І X '

л 2л Зл 4л 4л Зл 2л л

Рис. 1

Вопрос. Какова область определения функции/(х) = ^lg(sinх)?

1.3. Окрестности числа. Напомним, как для произвольного числа а 
и положительного числа Е определяется Е-окрестность. Пусть, например, 

а = 3 и Е = Тогда Е-окрестность числа 3 — это множество всех таких чи- 

сел х, что |х - 3| < На числовой прямой эта Е-окрестность состоит из всех 
z 1

точек х, которые удалены от числа 3 на расстояния, меньшие ту (рис. 2). 
Поэтому данная Е-окрестность является интервалом с центром в точке 3 и 
с концами 3-| иЗ + |. Эту Е-окрестность числа 3 можно записать в виде

интервала ^3 -
2 2’

|; 3 + | или в виде неравенств 3-|<х<3 + |1

Рис. 2

Если зафиксировать положительное число е, то аналогично опре­
деляется Е-окрестность числа а как множество всех таких чисел х, что 
|х- а| < Е. Эту Е-окрестность можно записать в виде интервала (а - е; а 4- е) 
или в виде неравенств а - г< х < а + Е.
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§ 1. Предел функции ■

Иногда вместо буквы є используют букву 8. Если 8 > 0, то аналогично 
говорят о 8-окрестности числа а.

Вопрос. Почему в любой е-окрестности числа 0 всегда найдётся такое

1.4. Предельные точки числового множества. При рассмотрении 
функций используется понятие предельной точки.

Число а называется предельной точкой множества П, если каждая 
8-окрестность числа а содержит числа из Р, отличные от а.

Пример 1. Для функции Дх) =

I) = (-оо; -1) и {0} и (1; ею), каждое число из множества Р - (-°°; -1] и [1; ~) 
является предельной точкой области определения Р, потому что для 
произвольного числа а из множества Р каждая £-окрестность числа а со­
держит отличные от а числа из области определения В. Однако точка 
а = 0 не является предельной точкой области определения, так как, на­
пример, окрестность (-0,5; 0,5) числа 0 не содержит ни одного отлично­
го от нуля числа из области определения И.

Отметим, что предельная точка области определения может как 
принадлежать области определения, так и не принадлежать ей.

Вопрос. Как показать, что каждая 8-окрестность числа 1 имеет общие

точки с областью определения функцииДх) =

1.5. Предел функции в предельной точке. Пусть функция/(х) оп­
ределена на множестве Р.

Определение 1. Число Ь называется пределом функции Дх) в пре­
дельной точке а области Р определения функции, если для всякой 
последовательности (хп) из того, что каждый член хп принадлежит Р, 
хп^ а и последовательность (хп) сходится к а, следует, что последова­
тельность (Дхп)) значений функции сходится к I.

Запись ІішДх) = Ь означает, что функцияДх) имеет в предельной точ-
х^а

ке а предел, равный Ь.
Заметим, что поскольку а — предельная точка области определе­

ния Р, то каждая 8-окрестность числа а содержит числа из Р, отличные 
от а, поэтому существуют последовательности, состоящие из элементов
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■ Глава 1. Предел и непрерывность

области определения, не равных числу а. Так что Ь — предел функции 
/(х) в предельной точке а, если для всякой последовательности (хп) эле­
ментов из области определения Б, отличных от а, для которой существу­
ет Ііш хп, равный а, обязательно существует предел последовательности 
значений функции Ііт/(хп), равный Ь.

Определение 1 иногда называют определением предела функции в 
предельной точке на языке последовательностей.

Пример 2. Пусть с — фиксированное число. Рассмотрим на всей дей­
ствительной оси постоянную функцию/(х) = с. Тогда для любого числа а 
существует Ііт/(х), равный с. 

х-^а

Пусть (хп) — такая произвольная последовательность элементов, от­
личных от числа а, что Ііт хп = а. Для членов этой последовательности п—>^
имеем уп = /(хп) = с. Поэтому Ііт уп = Ііт/(хп) = с. Ввиду произвольности И—><» П~>°°

выбора последовательности (хп) с требуемыми условиями на основании 
определения 1 получаем, что число с является пределом функции/(х) = с 
в точке а.

Пример 3. Пусть/(х) = х при всех действительных значениях х. Дока­
жем, что Ііт/(х) = а при любом а. 

х—>а
Пусть (хп) — такая произвольная последовательность элементов, от­

личных от числа а, что Ііт хп = а. Для членов этой последовательности 

имеем /(хп) = хп. Поэтому 1іт/(хл) = Ііт хп = а. Отсюда на основании оп- П—>ОО п—>°°
ределения 1 получаем, что число а является пределом функции/(х) = х в 
точке а.

Вопрос. Как доказать, что Ііт х3 = -8?
х^-2

1.6. Определение предела функции в предельной точке на язы­
ке «е-5». Во многих случаях используется другое определение предела 
функции в предельной точке, эквивалентное определению 2.

Пусть функция/(х) определена на множестве И.
Определение 2. Число Ь называется пределом функции /(х) в пре­

дельной точке а области И определения функции, если для всякого по­
ложительного числа е найдётся такое положительное число 5, что для 
каждого значения х из области Б из того, что х ^ а и |х — а| < 5, следует 
неравенство |/(х) - £| < е.

Заметим, что поскольку элемент а — предельная точка области опре­
деления Б, то каждая 5-окрестность числа а содержит числа из Б, отлич-
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§ 1. Предел функции ■

ные от числа а. Так что М — предел функцииДх) в предельной точке а, 
если для всякого отличного от а значения аргумента х из 8-окрестности
числа а значения функции/(х) содержатся в е-окрестности числа М.

Определение 2 иногда называют определением предела функции в 
предельной точке на языке «е-8» или є-8-определением.

Мы здесь не будем доказывать, что определения 1 и 2 предела функ­
ции в предельной точке эквивалентны. Иногда предел функции в пре­
дельной точке кратко называют пределом функции в точке.

Пример 4. Рассмотрим на множестве всех неотрицательных чисел 
функциюДх) = л/х. Покажем, что для любого неотрицательного числа а 
выполняется равенство Ііт Ѵх = 'Іа.

х-^а

1. Пусть а = 0. Тогда для неотрицательных значений х и числа 0 вы­
полняются соотношения \^х - 0| = Ѵх - 0 = Ѵх. Поэтому если для каждого 
положительного числа є в качестве 8 взять число е2, то для каждого х, 
удовлетворяющего условиям X ^ 0 и |х - 0| < 8, получим, ЧТО |^Х - 0| =

2. Пусть а > 0. Тогда для неотрицательных значений х выполняются

соотношения |Ѵх - 4а\ = х - а |х - ц| . Поэтому если для

каждого положительного числа е в качестве 8 взять число г^а, то для 
каждого х, удовлетворяющего условиям х^а и |х - а| < 8, получим, что
|Ѵх - Ѵа| < І^ДІ 8__ Е^а

а
Таким образом, равенство Ііт '[х = 4а выполняется для любого неот- 

х—>а рицательного числа а.
Вопрос. Как, используя определение 3, до­

казать что Ііт |х| = 0.
х—>0

1.7. Графическая иллюстрация понятия 
предела функции. Предел функции можно 
наглядно представить на графике. Пусть 
Дх) = 4х (рис. 3). Для произвольного положи­
тельного числа £ неравенство |/(х) - 0| < е равно­
сильно неравенствам -£ < Дх) < £. Выполнение 
этого неравенства означает, что соответствую­
щие точки графика лежат между горизонталь­
ными прямыми у = -еи у = г (рис. 3). Рис. 3



■ Глава 1. Предел и непрерывность

Выбор числа 8 по £ означает, что мы нахо­
дим такую 8-окрестность числа 0, что для всех 
х из этой окрестности, принадлежащих облас­
ти определения и отличных от нуля, соответ­
ствующие точки графика попадают в полосу 
между указанными прямыми (рис. 4).

Возможность выполнить аналогичное по­
строение для произвольного положительного 
числа £ и означает, что Ііт л/х = 0.

х-»0

Вопрос. Как с помощью графика проил­
люстрировать, что Ііт х = а? 

х-^а

1.8. Свойства пределов функций. Для пределов функций в точке 
выполняются свойства, которые аналогичны свойствам пределов после­
довательностей. В частности, для пределов функций /(х) и ^(х) в точке 
справедливы арифметические свойства, позволяющие находить новые 
пределы функций в точке.

Теорема 1. Пусть для функций /(х) и g(x) с общей областью опреде­
ления В существуют пределы в предельной точке а и Ііт /(х) = А, 
Ііт ^(х) = В. Тогда: х^а
х-^а

1) Ит(/(х) + ^(х)) = А+В;
х^а

2) 1іт(/(х)£(х)) = ЛВ;
х^а

3) если В ^ 0, то Ііт ® = 4.
х^а ё(х) В

Пример 5. Ііт
хчі

9 „ Ііт х2-51ітх + 3
X — 5Х + 3 _ х-»1 х-4

х + 2 1ітх + 2
k5±3=_l

1 + 2 3‘

Вопрос. Чему равен Ііт Зх2? 
х—^3

1.9. Доказательство утверждения о пределе отношения двух 
функций. Пусть функция/(х) определена на множестве Dp g(x) опреде­
лена на множестве Da, а — предельная точка пересечения множеств Df и 
Dg. Возьмём произвольную последовательность (хп) такую, что хп е Dp 
х g D , х * a, g(x ) ^ 0 и Ііт х = а. Тогда все члены этой последователь-

О И—>ОО

ности принадлежат области определения функции ( \ По условию су-

10



§ 1. Предел функции ■

ществуют Ііш Дх), lim g(x), причём Ііт g(x) ^ 0. Поэтому существуют 
х—»а х^а х—>а

f(x ) 
пределы ІітДхД, lim£(xn), Ііт-—г-, 

И—>ОО П^оо И—»оо g^Xn) и по теореме о пределе частного

двух последовательностей выполняется равенство Ііт
п—>^

жэ _ SA£
g(xn) lim g(xn) ' 

n n->°° n

Отсюда и из произвольности выбора последовательности (х„) с заданны- 

ми условиями следует, что существует Ііт ; ; и выполняется равен- 
х^а g(x)

г, . ІітДх)
.. х—»а А

ство 1іт=ѵ-у = Ііт у 
х^а g(X) х^а Ііт g(x) В 

х~>а

Вопрос. Как доказать утверждение 2) теоремы 1?

1.10. Предел промежуточной функции.
Теорема 2. Пусть для функций Дх), g{x) и h(x) при всех значениях х 

из некоторой 5-окрестности точки а, отличных от а, выполняются не­
равенства Дх) < g(x) < h(x). Тогда если ІітДх) = lim h(x) = А, то сущест- 

х^а х^а
вует предел функции g(x) в точке а и выполняется равенство lim g(x) = А. 

х^а

Мы не будем здесь доказывать эту теорему. С помощью неё можно по­
лучить следующее утверждение.

Пусть функция Дх) определена в некоторой 5-окрестности точки а, и 
lim |Дх)| = 0. Тогда в точке а существует предел функцииДх) и Ііш Дх) = 0. 
х XI X—>tt

Действительно, из теоремы 1 и равенства lim |Дх)| = 0 следует, что 
х—>а

lim (-|Дх)|) = 0 . Далее, для всех значений х из области определения фун- 
х-^а

кции Дх) выполняются неравенства -|Дх)| < Дх) < |Дх)|, то есть функция 
Дх) заключена между двумя функциями, предел каждой из которых 
в точке а равен 0. Поэтому, в силу теоремы 2, limДх) = 0. 

х^а

Вопрос. Как показать, что lim (x-cosx) = 0?

1.11. Переход к пределу в неравенстве.
Теорема 3. Пусть для функций Дх) и ^(х) при всех значениях х из не­

которой 5-окрестности точки а, отличных от а, выполняются неравен­
ства Дх) < ^(х). Тогда если существуют пределы ІішДх) = А, Ііт g(x) = В, 
тоА<В.

Вопрос. Как показать, что если функция принимает неотрицатель­
ные значения и в некоторой точке имеет предел, то значение предела 
также неотрицательно?

11



■ Глава 1. Предел и непрерывность

1.12. Свойство равенства пределов. Предел функции в точке име­
ет следующее свойство.

Пусть области определения функции /(х) и g(x) отличаются не более 
чем на точку а и при всех значениях х, не равных а, значение /(х) сов­
падает со значением ^(х). Тогда если функция /(х) имеет предел в точке 
а, то функция g(x) также имеет предел в точке а и эти пределы совпада­
ют, то есть Ііш /(х) = Ііш ^(х).

х—>а х—>а

Пусть Ііш/(х) = М. Тогда по определению предела функции/(х) в пре- 
х-^а

дельной точке а для всякого положительного числа Е существует такое 
положительное число 8, что для каждого значения х из области опреде­
ления Б функции /(х), удовлетворяющего условиям х ^ а и |х - а\ < 8, 
выполняется неравенство |/(х) - М\ < е. Поэтому для всякого положи­
тельного числа Е существует такое положительное число 8, что для каж­
дого значения х из области определения функции ^(х), удовлетворяюще­
го условиям х ^ а и |х - а| < 8, выполняется неравенство |g(x) - М\ < £. 
Но это в точности означает, что для функции ^(х) в предельной точке а 
существует предел функции, равный М, то есть Ііт ^(х) = Ііт/(х).

х^а х^>а

п с Х2-1 (х-1)(х + 1) .Пример 6. -----— = ------ .—- = х + 1 при всех значениях X, ОТЛИЧНЫХх-1 х-1
х2—1от 1. Поэтому Ііш---- — = 1іт(х + 1) = Ііт х + 1 = 1 + 1 = 2.хчі Х-1 х^І мі

Вопрос. Чему равен Ііт—У^-?
м0х-ух

■ Контрольные вопросы и задания

1. Как определяется предел числовой последовательности?
2. Как вы понимаете слова «естественная область определения фун­

кции»?
3. Какой промежуток называется Е-окрестностью числа а?
4. Как вы понимаете выражение «предельная точка области определе­

ния » ?
5. Всегда ли предельная точка области определения принадлежит 

этой области?
6. Всегда ли точка области определения является предельной для этой 

области?
7. Как определяется предел функции в точке:
а) с помощью пределов последовательностей;
б) на языке «е-8»?

12



§ 1. Предел функции ■

8. Какой геометрический смысл имеет предел функции в точке в том 
случае, когда этот предел существует?

9. Сформулируйте арифметические свойства пределов функций в 
точке.

10. Сформулируйте теорему о пределе промежуточной функции.
11. Сформулируйте теорему о переходе к пределу в неравенстве.
12. Сформулируйте свойство равенства пределов функций в точке.

Задачи и упражнения ■

1. Вычислите предел последовательности с общим членом:
ч Зп2-4п пѴп+2 ч і—— Iг—т

б)Ч= ^213 ? вК = ^г+5-Чг-5;

. 4П-1 ч Зп+4" Чг+2 -Чг+1
(г^+і)2’ д)ч-3п+і+4Л+2; е) ап~ ^п^_^п

2. Докажите, что предел последовательности (ап) равен нулю, если:

а)а„ = п4; б)а„ = 2~"; в)*а„=^; г)«а„ = ^.

3. Какие числа входят в Е-окрестность числа т, если:
а)т = 3ие = 5; б)т = -7ие = 2;
в) т =-4 и е = 25; г)тп = 1ие = 0,3;
д) т = 0,1 и е = 0,25; е) т = Ѵ2 и е = 2л/2?

4. Найдите область определения функции:
2х+1 . \ г/ \ ^2х+3 .

в)/м= хЧ1 ’} х2-Зх+4 7 

г№)=ѵЧ;

^^ЗхМх+і’

д)/(х) = Ч2-х-1; е)/(ж) = -\М|-
7 ѵ 7 Vх+4

5.* Найдите область определения функции:

а)/(х) = “ ~ ТУТ + ; б)/(х) = log3Vx^4;
X х-і-і у4—х

вШхИ^^;

д)/(х) = агсэіп 2 Ь\Х

г)/(x) = arctg 2Ьх /

е)/(х) = ^4х-2х-2.

13 ■



■ Глава 1. Предел и непрерывность

6 .** Найдите область определения функции: 
а)/(х) = ^агс8іп(2зіпх); б)/(х) = 1о§х2_1 ^^

в) /(х) - ^(віп(1§ х)); г) /(х) = агсэіп

7 . В каких случаях различны области определения функций /(х) и 
^(х), если:

х+1а)/(х) = 1о§3^-^ и £(х) = log3(x + 1) - log3(x + 2);

б)/(х) = ^ё(х2 • (х + I)2) и ^х) = 2^(х • (х + 1));

в)/(х) = ^х2 • (х - 2) и ^х) = |х| • ^х - 2?

8 . Пусть/(х) = 2х - 1 при всех х. Докажите, что:

а) 1іт/(х) = -1; б) 1іт/(х) = 5; 
х—>0 х—^3

-5.

9 .** Пусть/(х) = х2. Для заданных значений & и £ найдите 8 > 0 такое, 
что |/(х) - Ь2\ < г при всех значениях х, удовлетворяющих неравенствам 
0 < |х - д| < 8, если:

а) & = 2 и £ = 10’1; б) & = 3 и £ = ІО’2;

в) д = 0 и £ = ІО’6; г) & = -1 и £ = 3 • ІО’2.

10 . Докажите, что при любом значении а:
а) Ііт 5х = 5а;

х-^а

в)1іт 2х2 = 2а2;
х—>а

11. Найдите пределы:
чТ Зх-1

г) Ііт ^±|;
х^-1 Х-1

б) Ііт (7х - 3) = 7а - 3;
х-^а

г) Ііт х4 = а4.
х^а

б> ’"’.'Т^ X—>1 Л О
д) Ііт------------ —-

х^2 \Х Х+1 /

ч.. х2+х+1в) Ііт —«----- —;
х^-2 X -Х + 1

12 . Найдите пределы:
х2а) Ііт—2—з—; 

х^о х +5х
х2—1

г) Й?хМ;

б) Ііт 2 х_ ^ „; 
хчі х2+2х-3

Х^4"1

д) Іті хМ:

х2—4в) Ііт 2 _------- -; 
х->-2 х2+Зх+2

е) Ііт
х^2

х2+х-6 
х3-8

14



§ 1. Предел функции ■

13 .* Найдите пределы:
х5-1 х7+27 ѵ г х33+1

^'““ЛСЦ б)11т,75Т^ В) 11т, роо-г;

/ 5 3 1 2 1 \г )1іт Н—----- о—-; д) Ііт  ------ у + “^т;—г^ •
х^і \х-1 х3-1/ х->2 \2x-x2 х2-Зх+2/

14 .** Докажите теорему о промежуточной функции (теорема 2).
15 .* Пусть функции/(х) и ^(х) определены на некотором промежутке 

с центром в точке а, имеют в этой точке пределы и 1іт/(х) > Ііт ^(х). До- 
х-^а х^а

кажите, что тогда найдётся такое число 5, что для всех х из 
5-окрестности точки а выполняется неравенство/(х) > g(x).

16 .** Докажите теорему о переходе к пределу в неравенстве (теоре­
ма 3).

17 .** Докажите эквивалентность определений 1 и 2 предела функции 
в точке.

Тесты ■

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
ч 1 тт т Зх3-6х+2 о1.1. Чему равен пт ——з—^ • 

х^О 5х°+х"+7
1)2 2)0 3)|

1.2. Чему равен Нт 2^Е_Х ?
ХЛ1 Х-1

Ш 2)0 3)|

1.3. Чему равен Нт 2
у н 2п2+2п-1

1)-0,5 2)0,5 3)-1,5

х2—11.4. Чему равен Пт ^-у?

^ Ч 4

4) не существует

4) 1,5

4) - ' 3

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Число М является пределом функции /(х) в предельной точке а 

области определения Л функции/(х), если:

15



■ Глава 1. Предел и непрерывность

1) для всякой последовательности (хп) такой, что хп е В, хп * а и 
хп —> а, последовательность (/(хп)) сходится к М

2) для любого положительного числа є и всякой последовательности 
(хп) такой, что хпе В, хпФ ам. хп—> а, найдётся такое положительное чис­
ло N, что при всех п> N выполняется неравенство \/(хп) - М\<£

3) для любого положительного числа є найдётся такая последователь­
ность (хл), что хп е В, хп * а, Ііш хп = а, и выполняется неравенство

П—»«
|/(Х„)-М|<£

4) найдётся такая последовательность (хп) что хп є В, хп^ а, Ііт хп = а, 
для которой выполняется равенство 1іт/(хп) = М

2.2. Какие из пределов Ііт ап существуют и равны О?

1)а„ = (0,01)" 2)а„ = ^ 3)а„ = ^^ 4)а» = 7ГйЛ

2.3. При каких значениях 5 неравенство |х2 - 4| < 0,1 выполняется для 
всех х таких, что 2 < х < 2 + 5?

1)6 = 0,01 2)5 = 0,02 3)5 = 0,03 4)5 = 0,04

2.4. Какие из пределов существуют и не равны нулю?
1) Ііш (уТТЛ - Ѵп)

и—>°°

3) Ііт (ЛнЛ - п}

2) Ііт (^п2 + 1 - п)

4) Ііт (^п2 + п - ^п2 - п) 
п—>°°

■ § 2. НЕПРЕРЫВНОСТЬ

2.1. Пример разрыва функции. Многие примеры из предыдущего 
параграфа приводят к мысли, что если число а принадлежит области оп­
ределения функции/(х), то Ііт/(х) = /(а). Например, ІітѴх = Ѵо. Однако 

- х—>а х—>0так бывает не всегда.
Пример 1. Функция sgnx (читается как «сигнум х» или как «знак х») 

определяется следующим образом:

1, если х > 0,
sgnx = 0, если х = 0, 

-1, если х < 0.

■ 16



§ 2. Непрерывность ■

Рассмотрим функцию ^(х) = sgn2x.
При х ^ О функция g(x) принимает значе­

ния 1, поэтому Ііш^(х) = 1. Это значение не 
х—>0

равно ^(0), так как ^(0) = 0 (рис. 1), то есть 
функция ^х) = sgn2x имеет предел в точке 0, 
отличный от значения функции в точке 0 и 
график функции «разрывается».

Рис. 1

У‘

1

о X

Вопрос. Чем различаются

/(х) = —— и Л(х) = sgnx?
X

функции

2.2. Непрерывность функции в точке. Одной из характеристик 
функций является её непрерывность.

Функция /(х) называется непрерывной в точке а из области опреде­
ления И, если для каждого положительного числа е найдётся такое по­
ложительное число 8, что для каждого значения х, принадлежащего об­
ласти О, из того, что | х - а | <8, следует неравенство |/(х) - /(а) | < е.

Другими словами, функция/(х) непрерывна в точке а, если для любой 
Е-окрестности значения/(а) существует такая 8-окрестность аргумента а, 
что для любой точки х, принадлежащей пересечению области определе­
ния с этой 8-окрестностью, значение/(х) содержится в £-окрестности зна­
чения /(а).

Пример 2. Для любого фиксированного числа с постоянная функция 
/(х) = с, определённая на всей числовой оси, непрерывна в каждой точке 
числовой оси.

Действительно, для любого положительного числа £ и для любых чи­
сел пих верны соотношения |/(а) - /(х)| = |с - с| = 0 < е. Поэтому, выбирая 
в качестве 8 любое положительное число, получаем выполнение всех ус­
ловий определения непрерывности постоянной функции в каждой точке 
а числовой оси.

Вопрос. Как показать, что функция /(х) = х + 5 непрерывна в каждой 
точке числовой оси?

2.3. Непрерывность функции на множестве. Введём понятие не­
прерывности функции на множестве, являющемся подмножеством об­
ласти определения.

Функция/(х) называется непрерывной на подмножестве М её облас­
ти определения, если/(х) непрерывна в каждой точке множества М.
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■ Глава 1. Предел и непрерывность

Пример 3. Функция Дх) = х, определённая на всей числовой оси, не­
прерывна в каждой точке числовой оси.

Если выбрать какое-то число а и для произвольного положительно­
го числа 8 взять 5 = 8, то, выбирая произвольно число х из 5-окрестности 
числа а, получим соотношения |/(а) -Дх)| = |а - х| < 5 = 8 . Это и означает, 
что функцияДх) = х непрерывна в точке а.

Непрерывность функции можно рассматривать на отрезке, на ин­
тервале, а также на множестве, которое устроено сложнее, чем проме­
жуток. В частности, можно говорить о непрерывности функции на её 
естественной области определения.

Вопрос. Как доказать, что функция Дх) = х2 непрерывна на своей ес­
тественной области определения?

2.4. Связь предела и непрерывности функции в точке. Следующее 
свойство часто помогает доказывать непрерывность функций в точке.

Теорема 4. Если значение предела функции в предельной точке а из 
области определения функции совпадает со значением Да) функции в 
точке а, то функция Дх) непрерывна в точке а.

Если предел функции Дх) в точке а из области определения функ­
ции существует и совпадает со значением Да) функции в точке а, то по 
определению 2 предела в точке а для каждого положительного числа 8 
найдётся такое положительное число 5, что для каждого значения х из 
области определения Б, удовлетворяющего условиям х ^ а и |а - х| < 5, 
выполняется неравенство \Дх) ~Да)\ < е.

Далее, если х = а, то очевидно, что для любых положительных чисел 5 
и 8 выполняются соотношения |а - а| = 0 < 5 и Дх) -Да) | = 0 < 8.

Таким образом, полностью выполняется определение 4 непрерывно­
сти функции Дх) в точке а.

Пример 4. Функция Дх) = ^ непрерывна на промежутке (0; °°), так 

как при каждом а > 0 имеем ІітДх) = Ііт — = -Д— = — = Да).
х-^а х-->а X X а

х-уа

Используя определение 1 предела функции в точке на языке последо­
вательностей, из теоремы 4 получаем:

если функция Дх) с областью определения И непрерывна в предель­
ной точке а, то для любой последовательности (хп), такой, что хпе В и 
Иш хп = а, выполняется равенство Иш Дх^ = Да). 
П—>°° П—»о°

Вопрос. Как доказать, что функция Дх) = — непрерывна на своей ес­
тественной области определения?
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2.5. Непрерывность функции в изолированной точке. Пусть Б — 
область определения некоторой функции и а принадлежит В. Если су­
ществует такая 5-окрестность V точки а, что V содержит точку а и не со­
держит других точек из множества В, то а называется изолированной 
точкой множества В. ,

Пример 5. Пусть f(x) = 2 . Естественной областью определе-х -1
ния этой функции является множество В = (-оо; -1) и {0} о (1; “), Как 
было отмечено в п. 1.3, существуют окрестности числа 0, которые со­
держат только число 0 из области определения I) и не содержат других 

точек из В, например для 5 = Поэтому предел функции /(х) в точ- 

ке 0 не определён. Однако, используя при а = 0 определение непрерыв-
2 1ности, получим, что если каждого положительного числа є взять о= „, 

то множество всех х из В, удовлетворяющих условию |х - 0| < 5, со-

стоит из единственного числа х = 0, и для этого числа х неравенство

|/(х) _/(0)| < є очевидно. Таким образом, функция/(х) = является

непрерывной в «изолированной» точке а = 0 своей области определе-
ния.

Вопрос. Как доказать, что функцияДх) = э§пх не является непрерыв­
ной в точке 0?

2.6. Арифметические свойства непрерывных функций в точке 
и на множестве. Для непрерывных функций в точке и на множест­
ве, так же как и для пределов функций, справедливы арифметические 
свойства.

Теорема 5. Пусть функции /(х) и g(x) с общей областью определения 
В непрерывны в точке а. Тогда:

1) функции/(х) + ^(х), /(х) • ^(х) непрерывны в точке а;

2) если g(a) ^ О, то функция 7 ѵ непрерывна в точке а.
g(x)

Теорема 6. Пусть функции /(х) и g(x) непрерывны на подмножест­
ве М области определения D. Тогда:

1) функции f(x) -I- g(x),f(x) • g(x) непрерывны на М;

2) если g(x) ^ О при всех х е М, то функция f(x) 
g(x)

непрерывна на М.
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■ Глава 1. Предел и непрерывность

Пример 6. Используя примеры 2 и 3 и применяя теорему 6, можно до-
казать непрерывность любого многочлена на всей числовой прямой. На­
пример, функция/(х) = х2 - Зх + 1 всюду непрерывна.

Мы не будем доказывать здесь теоремы 5 и 6.
х3Вопрос. Как доказать непрерывность функции /(х) =..2 - - в своей об­

ласти определения?
2.7. Непрерывность сложной функции. Имея две функции /(г) и 

g(x), можно образовать сложную функцию 1г(х) = /(^(х)), определённую 
по правилу: если число а входит в область определения функции ^(х), 
и число Ь, равное g(a), входит в область определения функции /(г), то 
к(а)=/(Ь)=/(ё(а)).

Справедливо следующее утверждение.

Теорема 7. Пусть функция ^(х) непрерывна в точке а, а функция /(г) 
непрерывна в точке Ь = ё(а). Тогда сложная функция к(х) = /(^(х)) непре­
рывна в точке а.

I
Пример 7. Функция/(х) = непрерывна на естественной области

определения П = (—оо* —1) и {0} и (1; °®).
х2В силу теорем 5 и 6 функции ^(х) = х2, ^2(х) = х2 - 1 и ^(х) = 2 не-X —1

прерывны в естественных областях определения. Заметим, что в силу те­
оремы 4 функция /(г) = Ѵг непрерывна на множестве [0; °°), так как в 
силу примера 4 из пункта 1.6 для любого неотрицательного числа а пре­
дел функции /(г) = У2 в точке а совпадает со значением /(а) функции 
/(г) = Ѵг в этой точке. Отсюда и из теоремы 7 следует, что функция

/(*) = X2
2 - - непрерывна на О.

Вопрос. Как доказать, что функция /(х) = 
области определения?

1-2 непрерывна в своей

2.8. ** Доказательство теоремы о непрерывности сложной фун­
кции. Рассмотрим доказательство теоремы 7.

Пусть функция g(x) определена на множестве Г^ и непрерывна в точ­
ке а, функция /(г) определена на множестве П2 и непрерывна в точке 
Ь = g(a). Возьмём произвольное положительное число Е. Для функции 
/(г) по определению 2 найдётся такое положительное число 5Р что при 
всех г, удовлетворяющих условиям 2 е ^ и |г - й| < 8Р выполняется нера-
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§ 2. Непрерывность ■

венство |/(г) ~/(Ь)\ < £. Для функции ^(х) по определению 2 найдётся та­
кое положительное числ 52, что при всех х, удовлетворяющих условиям 
х е П2 и |х-а|<32, выполняется неравенство |^(х)-^(а)|<8Г

Рассмотрим теперь произвольное х0 из области определения функ­
ции Ь(х) = /(^х)), удовлетворяющее условию |х0 - а| < 32, и обозначим 
г0 = £(х0). Тогда |х0 - а|< б2, а поэтому Йх0) - £(а)| = |г0 - Ь| < 8Г Следова­
тельно,

|/г(х0) - Н(а)\ < |Жх0)) -f(g(a))\ = |/(г0) -/(Ь)| < £.

Отсюда на основании определения 2 получаем непрерывность функ­

ции Л(х) = /(^(х)) в точке а.
Вопрос. Может ли функция 1г(х) = f(g(x)) быть непрерывной в точке а, 

если функция g(x) непрерывна в точке а, но при этом функция /(г) не яв­
ляется непрерывной в точке Ь = g(a)?

Контрольные вопросы и задания ■

1. Как определяется непрерывность функции в точке её области опре­
деления?

2. Как определяется непрерывность функции на некотором мно­
жестве?

3. ** При каком определении непрерывности функцию можно считать 
непрерывной в каждой «изолированной» точке области определения?

4. Сформулируйте теорему о непрерывности в заданной точке суммы 
и произведения непрерывных функций.

5. Сформулируйте теорему о непрерывности на данном множестве 
суммы и произведения непрерывных функций.

6. Сформулируйте теорему о непрерывности в данной точке частного 
непрерывных функций.

7. Докажите теорему о непрерывности на данном множестве частного 
непрерывных функций.

8. Как определяется сложная функция вида Ь(х) =f(g(x))?
9. Сформулируйте теорему о непрерывности сложной функции.
10. ** Докажите теорему о непрерывности сложной функции.

Задачи и упражнения ■

1 . Докажите непрерывность в каждой точке области определения сле­
дующей функции:

а)/(х) = Зх-2; б)/(х) = х5 - 2х3 + х; в)/(х) = (х + I)3;
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г№)=Ж; д>^>=^; е№>4+^-
2 .** Пусть /(х) = xsin — при х / 0 и/(0) = 0. Докажите, что/(х) непре- 

рывна в нуле. 1
3 .** ПустьДх) = 0, если х иррационально, и/(х) = —, если х = —, где р и 

q — взаимно простые целые числа и q > 0. Докажите, что f(x) непрерыв­
на в нуле.

4 .* Пусть/(х) = Зх - 2 при х < 1 и/(х) = х2 при х > 1. Докажите, что 
/(х) непрерывна на всей числовой прямой.

г+І 1
5 .** Пусть/(х) = —о—— при х ^±1 и /(-1) = -—, /(1) = 1. Докажите, что: х —1 2
а)/(х) непрерывна в точке -1;
б)/(х) не является непрерывной в точке 1;
в)/(х) непрерывна в каждой точке а, отличной от точек 1 и -1.
6 . Какой вид имеет функция/(^(х)), если:
а)f(x) = sinx и g(x) = х2 + 1; 
B)/(x) = log2x и g(x) = cosx; 

Д)/(^) = Л“Т и g(x) = tgx;
X 2

ё)/(х) = Ѵх и ^(х) = ^уЙ-.
ѵх

б) /(х) = х2 + 2х - 1 и g(x) = х2 + 1; 
г)/(х) = 1g х + sinx и g(x) = cosx;

e)/(x) = tgx и g(x) = log2x +logx2;

7 .** Какой вид имеет функция f(g(h(x))), если:
а)/(х) = х2-х, g(x) = 2x и Л(х) = 8Іпх;
б)/(х) = (х +I)2, g(x) = И и Л(х) = 1 + sin2x;
в)/(х) = arcsinx, g(x) = 2x2 + l и ft(x) = lgx;
іЭДх) = х2 + х + 1, g(x)-x2 + x+l и Л(х) = X2 + X + 1.

8 .* Представьте заданную функцию в виде сложной функции f(g(x)):
a) sin3 x - 3sinx; 6)x + 2Vx-l; в) log3 sin x + sin x;

r) log3(sin x + x); д) ^/1 + sin2x - sin2 x; e) arcsinV tgx.

9 .** Пусть/(х) = 1°’ еСЛИ X Рационально, 
11,если x иррационально, g(x) = [х] — целая часть х,

Л(х) = {х} — дробная часть х, где [х] — наибольшее целое число т, такое, 
что т < х, {х} = х -[х]. Опишите, как устроены функции:

a)/(g(x)); 6)g(/(x)); в)/(Л(х)); г)/г(/(х));
д)/(£(Л(х))); е) h(g(f(x)))‘, ё) g(h(f(x))).

■ 22



§ 2. Непрерывность ■

Тесты ■

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.

1.1. При каких аиЬ функция Дх) =
всей числовой прямой?

1)а = 0,6 = 0
3)а = -4,6 = -1

-х + а при 
х + Ь при

непрерывна на

2)а = -1,6 = 1
4) а = 1,6 = 4

1.2. При каких а и 6 функцияДх) = 
на всей числовой прямой?

-х2 + 2х + а 
х2-4х+ 6

при х<2, 
непрерывна

при х > 2

1)я = 6-4 2)а = Ь-2 3)п = 6 + 2 4)а = 6 + 4

1. 3. Какая из функцийДх) непрерывна на всей числовой прямой?
1)Дх) = tgx - х

3)Дх) = tgx • ctgx

2)Дх) = х + эіпх
4)/(х) = Д- 

ЭШ X
х - 1

1.4. ПустьДх) =^ х2 _ г , если х > 0, х / 1, При каком значении а функ-
а, если х = 1.

цияДх) непрерывна на всей области определения?

1) а = 0,25 2) а = 0,5 3) а = 0,75 4) а = 1

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Функция Дх) называется непрерывной в предельной точке а об­

ласти определения 2), если:
1) а е 2), и для всякой последовательности (хп) такой, что хп е В и 

хп —> а, последовательность (/(хп)) сходится к /(а)
2) а е 2), и для любого положительного числа е и всякой последова­

тельности (хп) такой, что хп е В и хп ^ а, найдётся такое положитель­
ное N, что при всех п> N выполняется неравенство \/(хп) - Да)| < Е

3) для любого положительного числа £ найдётся такая последователь­
ность (хп), что хп е В, а е В, Ііт хп = а, для которой выполняется нера­

венство \Дхп) -/(а)| < £
4) найдётся такая последовательность (хп), что хп е В, Ііт хп = а и вы­

полняется равенство ІітДхп) = /(а)

23



■ Глава 1. Предел и непрерывность

2.2. Если функции f(x) и g(x) непрерывны на всей числовой прямой, 
то какие из следующих функций всегда непрерывны на всей числовой 
прямой?

l)f(x) + g(x) 2)f(x)-g\x) 3)4^- 4)/2(х) - g2(x)

2.3. Какие их приведённых интервалов являются множеством реше­
ний неравенства вида |х - 1,3| < а при некотором а > О?

1) (0,9; 1,7) 2) (0,5; 2,1) 3) (-0,3; 2,9) 4) (-0,8; 3,4)
2.4. ** Функция /(х) является непрерывной в точке а, если а — пре­

дельная точка области определения D, а е Dm
1) для каждого положительного числа £ найдётся такое 8 > 0, что при 

всех х, удовлетворяющих условиям х є D и |х - а| < 5, выполняется не­
равенство |/(х) -/(п)| < £

2) для любого положительного числа є найдётся такое положитель­
ное 8, что при всех х, удовлетворяющих условиям х є D, и -8 < х - а < 8, 
выполняются неравенства -є < /(х) - f(a) < £

3) для любого положительного числа £ найдётся такое положи­
тельное 8, что при всех х, удовлетворяющих условиям х е D, х ^ а и 
-8 < х - а < 8, выполняются неравенства -£ < f(x) ~ f(а) < £

4) для любого положительного числа є и любого положительного чис­
ла 8 при всех х, удовлетворяющих условиям х є D и 0 < |х - а| < 8, вы­
полняется неравенство |/(х) ~f(a)\ < £

■ § 3. НЕПРЕРЫВНОСТЬ ОСНОВНЫХ 
ЭЛЕМЕНТАРНЫХ ФУНКЦИЙ

3.1. Непрерывность многочленов. Используя примеры и теоремы, 
рассмотренные в предыдущих параграфах этой главы, нетрудно дока­
зать, что каждый многочлен Р(х) = аохп + аххп^х + ... + а^х + ап явля­
ется непрерывной функцией на всей числовой прямой.

Вопрос. Как доказать непрерывность многочлена Р(х) = х3 - х2 + х - 1 
на множестве R?

3.2. Непрерывность дробно-рациональных функций. Из теоре­
мы 5 следует, что каждая дробно-рациональная функция, представляю­
щая собой отношение двух многочленов, непрерывна в своей области оп­
ределения.

Вопрос. Как доказать, что функция /(х) = -2-Ц- непрерывна на мно­
жестве (-оо; -1) и (-1; 1) и (1; °°)? Х

■ 24



§ 3. Непрерывность основных элементарных функций ■

3.3. Неравенства, связывающие значе­
ния тригонометрических функций со значе­
нием аргумента. Докажем, что для 0 < |х| < | 
выполняются неравенства

|sinx| < |х| < |tgx|. (1)
я1) Пусть 0 < х < ^. Изобразим на единич- 

ной окружности дугу АВ, определяющую 
угол АОВ величины х радиан. Проведём 
ВН 1 ОА и АК 1 ОА так, как изображено на 
рисунке 1. Поскольку треугольник АОВ содержится в секторе АОВ, а 
сектор АОВ содержится в треугольнике АОК, то

ЮААОВ ° сек. АОВ ^ЛАОК’

^-ОА-ВН<^-ОА2- А АО В <^-ОА-АК,

ОА‘ВН< ОА2 • ААОВ < ОА-АК.

Поскольку ОА = 1, ААОВ = х, ВН = зіпх, АК = tgx, то получаем 
зіпх < х < tgx, причём все части этих неравенств положительны, а поэто­
му неравенство (1) выполняется.

2) Пусть теперь < х < 0. Тогда 0 < -х < ^. Поэтому из (1) получаем, 
что

sin(-x) < -х < tg(-x). (2)

Из нечётности функций зіпх, х и tgx следуют равенства зіп(-х) = 
= -зіпх, tg(-x) = -tgx. Поэтому из неравенств (2) получаем неравенства

-зіпх <-х <-tgx. (3)

Поскольку - ^ < х < 0, то значения -зіпх, -х и -tgx, входящие в за­

пись соотношений (3), являются положительными числами, откуда 
зіп(-х) = |-зіпх| = |зіпх|, -х = |х|, -tgx = |tgx|, и выполняются неравенства 

|зіпх| < |х| < |tgx|.

Таким образом, неравенства (1) выполняются для всех значений х из

промежутков I 2 ’ / ^ \ 2 /
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Пример 1. Покажем, что если 0<|х|<^, то 1 - cosx < 
Zj Zj

Из неравенств 0 < |х| < „ следует, что 0 < 9 < т < ^- Поэтому в

силу (1) выполняются неравенства 0 < sin W < Ы. При возведении в

квадрат положительных чисел неравенства сохраняются, поэтому
• 2 ^ • 2sin Ы = sin

I Zj і
/х\ |хр 
Ѵ2М2/

. Отсюда и из соотношения 1 - cosx = 2sin2 lx\
Ш сле-

дует, что 1 - cos х = 2sin n < 2|
X\2
2)

xf
2 •

Вопрос. Как доказать, что 8Іп1° < 0,0175?
3.4. Непрерывность тригонометрических функций. Покажем, что 

функция /(х) = эіпх непрерывна на множестве R всех действительных

чисел. Пусть а є К и 0 <

|sinx -

х - а

• I о • х~а sina| = 2 sin—

< . Тогда

cos 2 <2 х - а 
~2~ •1 = |х-а|

Следовательно, если взять положительное число 5, для которо-

го выполняются неравенства 8 < -^ и 8 < е, то для каждого значения 
х из 8-окрестности числа а выполняются неравенства |sinx - sina| < 
< |х - п| < 8 < Е. Таким образом, взяв произвольное число а, мы ус­
тановили следующее: для любого положительного числа £ су­
ществует такое положительное число 8, что для всех значений х, 
удовлетворяющих неравенству |х - а| < 8, выполняется неравен­
ство |sinx — sina| < е. Это по определению означает, что функция 
/(x) = sinx непрерывна в точке а.

Заметим теперь, что для любого значения х выполняется равенство 
cosx = зіп к - х . Поэтому функцию h(x) = cosx можно представить как 
сложную функцию f(g(x)), где f(z) = sin г и g(x) = -^ - х. Непрерывность

функции f(z) = sin г только что была доказана, непрерывность функции

g(x) = ^ ~ х следует из теоремы 6 об арифметических свойствах непре- 
рывных функций. Поэтому в силу теоремы 7 о непрерывности сложной 
функции функция h(x) = cosx непрерывна на множестве всех действи­
тельных чисел.
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Вопрос. Как доказать, что функции у = tgx и у = ctgx непрерывны в 
их естественных областях определения?

3.5. Замечательный тригонометрический предел. Пусть 0 < |х| < ^. 
Тогда выполняется неравенство (1):

|зіпх| < |х| < |і§х|.

Из неравенства |sinx| < |х| следует, что

|х| < |tgx| следует, что 1 < sinx
X•COS X

sinx 
X

Поэтому |cos х| <

< 1. Из неравенства

sinx 
X

sinxОтсюда и из положительности функций cosx и------при рассматривае- х
мых значениях х следует, что cosx < Sin < 1. Поскольку limcosx = 1, то

X х—>0
sinxпо теореме 2 о пределе промежуточной функции получим Ііш------ = 1.

• хчО XsinxВопрос. Чему равен Ііш ——?
х—>0 ЭХ

3.6. Обобщение замечательного тригонометрического предела.
Приведём без доказательства следующее утверждение.

sinПусть ф(х) ^ 0 при х * а и Ііш ф(х) = 0. Тогда существует Ііш —, м , х—>а х-^аравный!. Y
Вопрос. Чему равен предел lim-^^-?

х—>0 X

3.7. Непрерывность показательной функции. При а > 0 и а ^ 1 по­
казательная функция ах непрерывна на всей числовой прямой. Доказа­
тельство этого свойства сложное, и мы его приводить не будем.

Вопрос. Пусть а > 0. Как доказать, что Ііш ^а = 1?

Контрольные вопросы и задания ■
1. Какие примеры непрерывных функций вам известны?
2. Для 0<х< п докажите неравенства sinx < х < tgx.

713. Для 0<|х|< п докажите неравенства |sinx| < |х| < |tgx|.
4. Докажите непрерывность функции у = sin х на всей числовой прямой.
5. Докажите непрерывность функции у = cos х на всей числовой прямой.
6. Докажите непрерывность функции у = tgx на всей области опреде­

ления.
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7. * Докажите, что Ііт 5ШХ = 1.
х—>0 X

8. Сформулируйте обобщение замечательного тригонометрического 
предела.

1. Докажите непрерывность функций в их естественных областях оп­
ределения:

■ Задачи и упражнения

а) /(х) = (х2 + I)5; 
в)Ях) = і + і + і;

д)/(х) = віп2х;

б) /(х) = (х - 2)3 - Зх;

е) /(х) = cosx - sinx;

ё) /(х) = эіп(2х + 5); ж) /(х) = х + sinx;
\ \ совх3 ^(Х =соз2х’

ч ЗІПЗХ-ЗІП2Х И)* /(х) - ;X
2. Найдите пределы:

и)/(x) = tg^3x + ^;

ч Г, ч tgx-sinx к) Дх)- “1-cosx

зіп2х а) пт ;
х—>0 X

1-СО8Х

д)1іт^;
х—>0 X

sin3xб) Ііт . ;х->0 sin2x
sin3x-sin2xг) Ііт ;х—>0 X
sin3x

е)1іт 4 л * х->о tg4x
3.** Найдите предел последовательности:

п2 .1а) пт . sin ;
п^ П+1 п'

в) Ііт zi2 1- cos77-1;

4. Найдите предел:

б) Ііт п3 tg — - sin — j;
n^ \ n n)

r)limVnsin о
n->=o Г+1

ч г 2х-3х а) Ііт ;
х^2 3 -4х

_ г 3-2х-х2 в)* Ііт , 2;
х->з х-2 +х

Л*г 4х-3-2х+2 
Д) 1™ 4«-4 ;

3'+16) lim x ;
x—>-l О —1

8х-1 г)* hm ;
x^o 4 -1

9х-1 
e) Ййз^г
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ё)* Ііт
Х-40

/1 2)
\2Х-1 4Х-1/ ж)* Ііт 100х- 0,01 

(10х- 0,1)2’
5.** Докажите, что при всехх^0 выполняется неравенство |зіпх| < |х|

Тесты ■
Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Чему равен Ііт (^тг2 + п- ц)?

1)0 2)0,25 3)0,5 4)1

1.2. Значение Ііт 8^ПХ равно: 
х—>л Зх

1)3 2) 0 3)| 4) не существует

О О Х-СОЭХ1.3. Значение Ііт——-— равно: 
х—>0 tg2x

1)2 2) 0 3) 4 4) не существует

1.4. Чему равняется Ііт ^ +*?

1)-1,5 2)-0,5 3)0,5 4) 1,5

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Какие из указанных функций непрерывны на всей числовой 

прямой?
1) /(^) - ^/х2 - 2х + 3 2) /(х) = ^х2 - 4х + 4

3) /(х) = л/х2 - 6х + 10 4) /(х) = ^х2 - 8х + 13

2.2. Какие из указанных функций имеют предел при х—>1?
і ч XV \ X2 - Зх + 2
1)/М = (х-1)2

х2 — 1з№)%г3/+2

2^)=(^ Л

4^=(х Л^ п
2.З.* Укажите, для каких функций значение Ііт/(х) равно ѵ: 

х^0 О
х эіпх Ѣg5x ох соэ2х
} 2х іё5х

эіп2х 
tg5x
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2.4. Какие из указанных функций имеют предел при х —> О?

9х-1
!)/(*)= 4«_1 2>Я*)- 4ЛЛ-1

Q*_ 9х3)/W= 4^ ч 4х-2х+1+1
<)/(*) = 8х_т

■ §4. НЕПРЕРЫВНОСТЬ ОБРАТНЫХ ФУНКЦИЙ

4.1. Существование обратной функции. Напомним, что функ­
ция f(x) с областью определения D и областью значений S удовлетворя­
ет условию обратимости, если для любых двух различных элементов хг 
и х2 из D значения/^) и/(х2) также различны. В случае, когда функция 
удовлетворяет условию обратимости, для функции /(х) можно построить 
обратную функцию g(y) по правилу: если для элементов х0 и у0 выпол­
няется равенство у0 = /(х0), то полагаем по определению, что g(y0) = х0. 
Условие обратимости заведомо выполняется для строго монотонной фун- 
кции/(х).

Пример 1. Функция у = sin х на отрезке строго возрастает. От- 

сюда следует, что если - ^ < хх < и -^ < х2 < ^, то при хг < х2 будем 

иметь неравенство sinxx < sinx2. Поэтому функция у = sinx, рассматри­

ваемая на отрезке [~^; ^], имеет обратную функцию, которую, как из­

вестно из 10 класса, называют арксинусом.
Вопрос. Как доказать, что функция/(х) = ^, определённая при всех 

х ^ 0, имеет обратную функцию?
4.2. О множестве значений непрерывной функции. Когда функ­

ция /(х) имеет обратную функцию, для нахождения области определе­
ния обратной функции нужно знать множество значений функции/(х). 
Для непрерывной функции справедливо следующее утверждение.

Теорема 8. Пусть функция /(х) непрерывна на отрезке [а;Ь] и 
f(a) = A,f(b) = В. Тогда для каждого числа С, заключённого между чис­
лами А и В, найдётся такое число с из отрезка [а; Ь], что f(c) = С.

Эту теорему иногда называют теоремой о промежуточных значениях 
непрерывной функции. Мы не будем здесь доказывать эту теорему. Её 
можно применять для доказательства существования корней уравнений.
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Пример 2. Докажем, что уравнение х3 - Зх + 1 = О имеет корень, при­
надлежащий интервалу (-2; -1).

Функция /(х) = х3 - Зх + 1 непрерывна на отрезке [-2;-1], при этом 
/(-2) = -1, /(-1) = 3, а число 0 находится между числами -1 и 3. Поэтому 
по теореме 8 существует такое число х0 из интервала (-2;-1), что/(х0) = 0.

Вообще справедливо следующее утверждение.
Теорема 9. Пусть функция/(х) непрерывна на отрезке [а; Ь] и прини­

мает в его концах ненулевые значения разных знаков. Тогда найдётся 
такое число с из интервала (а; Ь), что /{с) = 0.

Это утверждение мы тоже не будем доказывать.
Вопрос. Как доказать, что уравнение х3 - Зх + 1 = 0 имеет корень на 

интервале ІО; | ?

4.3. Непрерывность монотонной функции. Для доказательства 
непрерывности функций, которые обратны к непрерывным функциям, 
будем использовать следующее свойство, которое мы примем без дока­
зательства.

Теорема 10. Пусть функция /(х) определена, монотонна на отрезке 
[а; Ь] и принимает все промежуточные значения между  /(а) и /(Ъ). Тогда 
функция/(х) непрерывна на отрезке [а; Ь].

Вопрос. Как доказать, что функция/(х) = х2 принимает все значения 
из промежутка [0; ~)?

4.4. Непрерывность функции у = №. Напомним, что при любом на­
туральном п функция /(х) = хп, рассматриваемая на луче [0; оо), строго 
возрастает и непрерывна. Теорема 8 из пункта 4.2 позволяет установить, 
что эта функция принимает все значения из промежутка [0; ®®). Поэтому 
обратная к ней функция ^(х) = Ѵх определена на луче [0; «э), строго воз­
растает и принимает все значения из промежутка [0; ^). Тогда по теоре­
ме 10 из пункта 4.3 можно сделать вывод, что функция ^(х) = Ѵх непре­
рывна в каждой точке своей области определения.

Вопрос. Как показать, что функция /(х) = Ѵх удовлетворяет условию 
обратимости на множестве R всех действительных чисел?

4.5. Непрерывность логарифмической функции. Напомним, 
что при а > 1 функция/(х) = ах строго возрастает на всей числовой пря­
мой. Из непрерывности этой функции и теоремы 8 следует, что фун­
кция /(х) = ах принимает все положительные значения. Значит, фун­
кция /(х) = ах имеет обратную функцию, которая определена на луче 
(0;оо), строго возрастает и принимает все действительные значения. Как
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известно, эта обратная функция называется логарифмической функци­
ей, и для неё используется обозначение у = loga х.

Из теоремы 10 следует, что функция g(x) = logax непрерывна в каж­
дой точке своей области определения.

Аналогично определяется логарифмическая функция при 0 < а < 1 и
доказывается её непрерывность.

Вопрос. Как доказать, что lim log2 psin —) = 0?

4.6. Непрерывность функции у = arcsinx. Функция у = sinx, рас-
Г П П1сматриваемая на отрезке “nJn, строго возрастает, непрерывна и при- L J

нимает все значения из отрезка [-1;1]. Поэтому обратная к ней функция 
у = arcsinx определена на отрезке [-1;1], строго возрастает и принимает

все значения из отрезка р2’2]‘ ^3 теоРемы Ю следует непрерывность 

функции агсэіпх в каждой точке своей области определения.
Аналогично доказывается непрерывность функций у = агссоэх и 

у = arctgx на всей области определения.
Вопрос. Как доказать непрерывность функции /(х) = arctgx + arcctgx 

на всей области определения?
4.7. Непрерывность комбинаций элементарных функций. В этой 

главе мы рассмотрели основные функции, задаваемые выражениями 
вида х, Ѵх, віпх, соэх, tgx, агсэіпх, агссоэх, arctgx, ах, loga х, и устано­
вили их непрерывность. Из них с помощью операций сложения, вычи­
тания, умножения, деления и образования сложных функций можно по­
лучать разнообразные непрерывные функции.

Вопрос. Как доказать непрерывность функции г/ = ^(1 - х2) на интер­
вале (-1; 1)?

■ Контрольные вопросы и задания

1. Какая функция называется строго возрастающей на промежут­
ке?

2. Какая функция называется строго убывающей на промежутке?
3. Сформулируйте теорему о промежуточных значениях непрерыв­

ной функции.
4. Сформулируйте теорему о нуле непрерывной функции.
5. Сформулируйте теорему о непрерывности монотонной функции, 

принимающей все промежуточные значения.
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Задачи и упражнения ■

1. Найдите множество значений функции/(х) на отрезке [а; Ъ}, если: 
a)f(x) = x2-2,a=l,b = 2; б)/(х) = |, а = -3, ft = -1;

в)/(*) = Ѵх2 + 1, а = О, b = 2; г)/(х) = sin(х + ^j, а = 0, b = -^;

д)/(х) = х2 - 2, а = -1, Ь = 2.
2. Найдите множество значений функции/(х) на отрезке [а; Ь], если:

а)/(х) = (х - I)2, а = -1, Ь = 2;

б) /(х) = cos |х + ^|, а = ^, & = л; 

в)/(х) = Ѵх^+ті, а = О, Ь = 1;

г)/(х) - ——л-, а = “2, Ь = -1. 
ѵ 7 х2+2х+3

3. Найдите множество значений функции на всей области определения: 

а)/(х) = х2 - 5х + 6; б)/(х) =

в)/(х)~Х г г)*/(х) = Ах2 + х + 1;
х—4

д)**/(х) = зіпх + созх; е)**/(х) = Зэіпх - 4соэх.

4.** С точностью до 0,1 найдите:
а) корень уравнения х2 - 2х - 2 = 0 из интервала (-1; 0);
_ 1б) корень уравнения X = —2—г .

5. Докажите, что функция /(х) непрерывна в точке а, если:

а)/(х) = х + 2Ѵх и а = 4; б)/(х) = га-1 + Ѵх +11 и а = 0;

в)/(х) = -—Д и а = 4; 
х-ух

6 .* Найдите предел:
а) lim^ З;

хчі х-1

. . х^х-2^х+3 _г)/(х) =----- ;---------- и а = 9.
ух-1

г )1іт
х->0 її+х-1

б ) Ііт 2 - ;
х^4 X - 16

1-Ѵх
д ) lim----57=;

в) lim
X—>6

е) lim
х—>5

'х-2-2
х-6

Уб -Х-1 
3-^4+х'
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7. Докажите, что функция/(х) непрерывна в точке а, если:

а)/(х) = ^ (х2 - 2х + 7) и а = 3; б)/(х) - log9 -^- - - и а = 4;
ух+1

в)/(х) = ^(1 + эіпх) и а = 0; . , 8ІП Зх -г)/(х) = 1оё3 —— и а = 1.

8. Найдите предел:

а) Ііт (^х+1(х + 3)); б) ІітС^.Ах2 + 2х + 1));

в) 1іт(^х+1(х2-5)).

9. Найдите предел:
а) Ііт (агсзіп(2х - 1)); 

х^І

Іх агсэіп —- х+1 
дИш^аго^

10.* Найдите предел: 
а) Ііт (агсэіп -^^ 

х^о\ 2х

б) Ііт (агссо8(3х - 1)); 
хчО ________

\ / Зх 5 \г) Ііт агссоэ.---- — ;
х^2 \ V х+2 /

е) lim(arcsin(log2x)).

х2-2х+1 агссоз—о——— . , х -Зх+2/

11.** Найдите предел Ііт 
хч2

arctg ух-1-1 
х-Ѵх+2

12 .* Докажите непрерывность функции у = ^х
а) на промежутке [0; 100]; б) на промежутке [0; ©о).
13 .** Докажите непрерывность функции у =\[х
а) на промежутке [-1000; 1000]; б) на всей числовой прямой.
14 .** Докажите непрерывность функции у = у[х, где п — фиксирован­

ное натуральное число, на промежутке [0; ©°).
15 .** Докажите непрерывность функции у = logaX, где а — такое фик­

сированное число, что п>0ип^1,на промежутке [0; °©).

■ Тесты

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Каково множество значений функции/(х) = 1 - х2 на отрезке [1; 2]?
1)[-3;0] 2)[-3;1] 3)[0;1] 4)(-3;0)
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1.2. Каково множество значений функции /(х) = sin х на отрезке л 5л~ 
3’ 6.

i)||;fl 2>Н;і1 М^1! 4)ІИ)
1.3. Какая из функций является обратной к функции /(х) = —, рас- 

сматриваемой на промежутке (-°°; 0)?

1) ^(х) = х на промежутке (-»=; 0)

2) ^(х) = -х на промежутке (0; ~)

3) ^(х) = — на промежутке (-°о; 0) х

4) g(x) = - — на промежутке (0; °°) х
1.4. Какая из функций является обратной к функции/(х) = х2 + 1, рас­

сматриваемой на промежутке (0; °°)?

1) ^(х) = ^/х + 1 на промежутке (0; ~)

2) ^(х) = Ах2 — 1 на промежутке (1; °°)

3) ^(х) = Ух2 + 1 на промежутке (0; ~)
4) ^х) = ^х - 1 на промежутке (1; °°)

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. На каких промежутках функция/(х) = sin х обратима?
1)[-л;0] 2)[л;2л] З^у] 4)[t!y]

2.2. На каких промежутках функция/(х) = cos х обратима?

ЛИ 2) _л. тс] 
4’ 4]

Л Ля Зя 4)[4;Т

2.3. ** Какие из приведённых выражений задают функцию, которая яв­
[л. Зл]? 
L2’ 2]-ляется обратной к функции sinx, рассматриваемой на промежутке

1)-^-- arcsin х 2) уг + arccos х 3)л-агсзіпх 4)-r+ arcsinx

2.4. ** Какие из приведённых выражений задают функцию, которая 
является обратной к функции cosx, рассматриваемой на промежутке 
[л; 2л]:

l)^ + arccosx 2)л-агсзіпх 3)2n-arccosx 4) ^ + arcsinx
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■ § 5. НЕКОТОРЫЕ ПРИМЕНЕНИЯ
МОНОТОННОСТИ И НЕПРЕРЫВНОСТИ

5.1. * Доказательство единственности корня с помощью моно­
тонности. Иногда уравнение составляется таким образом, что один из 
его корней нетрудно получить путём подбора. Например, легко заме­
тить, что х = 1 является корнем уравнения 2х2 • 3х-1 = 2. Однако такое ре­
шение нельзя считать полным, потому что указанное уравнение имеет 
ещё один корень, равный числу -log26. Способ решения уравнения мето­
дом подбора можно будет считать полноценным решением, если привес­
ти доказательство, что найдены все корни. В этом иногда помогает моно­
тонность функций.

Пример 1. Докажем, что уравнение х • 2х = 8 имеет единственный ко­
рень х = 2.

Рассмотрим функциюДх) = х • 2х. При х < 0 значения Дх) отрицатель­
ны, а поэтому уравнение х • 2х = 8 не может иметь отрицательных корней.

Пусть 0 < хх < х2. Функция у = 2х строго возрастает, поэтому 2*1 < 2Х2. 
Почленно перемножив неравенства х1 < х2 и 2*1 < 2І2 с неотрицатель­
ными частями, получим неравенство хг • 2Х1 < х2 • 2*2, то есть/(хД <Дх2), 
и функция Дх) строго возрастает на промежутке [0; °о). Следователь­
но, каждое её значение может получаться не более, чем в одной точке. 
В частности, если х = 2, то/(2) = 2 • 22 = 8, а при других неотрицательных 
значениях х значениеДх) отлично от 8.

Доказав, что уравнение х • 2х = 8 не имеет отрицательных корней и 
имеет единственный неотрицательный корень х = 2, мы получили пол­
ное решение данного уравнения.

Вопрос. Как найти все корни уравнения 2х • 3х-1 = 2?
5.2. * Знакопостоянство непрерывной функции. Теорема 8 из 

пункта 4.2 позволяет доказать следующее свойство непрерывных 
функций.

Теорема 11. Пусть функция Дх) непрерывна на промежутке Л и ни 
в одной точке этого промежутка не обращается в нуль. Тогда на этом 
промежутке либо все значения функции положительны, либо все зна­
чения функции отрицательны.

Предположим, что найдутся такие числа хх е Л, х2 е Л, чтоДхД < 0, 
Дх2) > 0. Тогда на отрезке с концами хх и х2 функцияДх) также непре­
рывна и в концах принимает значения разных знаков. По теореме 8 
внутри отрезка найдётся число с такое, чтоДс) = 0. Множество Л явля­
ется промежутком, поэтому число с также принадлежит Л.
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Но по условию /(с) / 0, и предположение о существовании у функции 
Дх) на промежутке D значений разных знаков приводит к противоречию. 
Следовательно, предположение неверно, и тем самым теорема доказана.

Вопрос. Как доказать, что уравнение х = cosx имеет единственный 
корень?

5.3. * Обобщение метода интервалов в решении неравенств. 
Свойство непрерывных функций, доказанное в предыдущем пункте, 
позволяет обобщить метод интервалов решения неравенств.

Обобщённый метод интервалов можно использовать для решения не­
равенств вида Дх) > 0,Дх) > 0,Дх) < 0,/(х) < 0, где Дх) — функция, не­
прерывная в своей естественной области определения. При обобщённом 
методе интервалов сначала составляют и решают уравнение Дх) = 0, за­
тем определяют промежутки знакопостоянства функции Дх), после чего 
в ответ отбирают нужные промежутки и точки.

Пример 2. Решим неравенство (3х - 9) • logx+4(x2 - 1) > 0.
Обозначим левую часть неравенства через Дх). Сначала найдём область 

определения D функции Дх), которая задаётся условиями: х2 - 1 > 0, 
х + 4 > 0, х + 4 / 1. Учитывая все условия, получаем D = (-4;-3) о 
и (-3;-1)^(1;-).

Затем решим уравнение (3х - 9) • logx+4(x2 - 1) = 0.
I. 3х - 9 = 0. Отсюда х4 = 2. Это число входит в множество D, а поэтому 

является корнем уравнения Дх) = 0.
II. logx+4(x2 - 1) = 0. Отсюда х2 - 1 = 1, х2 = \2, х3 = -^2. Оба числа вхо­

дят в множество D, а поэтому также являются корнями уравнения 
/М = о.

После этого изобразим на числовой прямой числа х4 = 2, х2 = Ѵ2, 
х3 = -V2 и рассмотрим получившиеся промежутки (рис. 1).

Рис. 1

На интервале (-4;-3) для числа х = -3,5 имеем 3х - 9 < 0, 
1°£х+4(х2~1) ~ ^іТ < ^ Отсюда/(-3,5) > 0, а поэтому/(х) > 0 при всех х 

2 4

из рассматриваемого промежутка.
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На интервале (-3; -^2) для числа х = -2 имеем 3х - 9 < 0, logx+4(x2 - 1) =
= log2 3 > 0. Отсюда/(-2) < 0, а поэтому/(х) < 0 при всех х из рассматрива­
емого промежутка.

На интервале (-^2;-1) для числа х = -1,25 имеем 3х - 9 < 0,

logт 4х -1) = log1] <0. Отсюда/(-1,25) > 0, а поэтому/(х) > 0 при у Іо
всех х из рассматриваемого промежутка.

На интервале (1;Ѵ2) для числа х=1,25 имеем 3х-9 <0, 

1о£х+4(х2_1) ^^гі^ <^- Отсюда/(1,25) > 0, а поэтому/(х) > 0 при всех х

из рассматриваемого промежутка.
На интервале (Ѵ2; 2) для числа х=1,5 имеем 3х - 9 < 0, 

1оёх+4(х2-1) = log1 ^ < 0. Отсюда/(1,5) < 0, а поэтому/(х) < 0 при всех х из 
2 4

рассматриваемого промежутка.
На промежутке (2; ©о) для числа х = 3 имеем 3х - 9 > 0, logx+4(x2 - 1) = 

= log7 8 > 0. Отсюда/(3) > 0, а поэтому/(х) > 0 при всех х из рассматривае­
мого промежутка.

Выбрав все х, для которых/(х) > 0 или/(х) = 0, получим ответ (рис. 2).

Рис. 2

Ответ: (-4; -3) и [-^2; -1) и (1; Ѵ2] и (2; °°).
Вопрос. Как доказать непрерывность функции /(х) = logx (4(х2 - 1) из 

примера 2 на всей области определения?

■ Контрольные вопросы и задания

1 .* Пусть функция/(х) строго монотонна в области определения. До­
кажите, что при любом значении с уравнение/(х) = с не может иметь бо­
лее одного решения.

2 .* Сформулируйте и докажите свойство знакопостоянства непрерыв­
ной функции на промежутках.

3 .* В чём состоит обобщённый метод интервалов решения нера­
венств?
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Задачи и упражнения ■

1 .* Пусть функции f(x) и g(x) строго возрастают на промежутке D. До­
кажите, что функция f(x) + g(x) также строго возрастает на D.

2 .** Приведите пример строго возрастающих на промежутке D функ­
ций f(x) и g(x) таких, что разность/(х) - g(x):

а) возрастает на D; б) убывает на D;
в) не является монотонной на D.
3 .* Пусть функции f(x) и g(x) положительны и строго убывают на 

промежутке D. Докажите, что функция f(x) • g(x) также строго убывает 
на D.

4 .** Приведите пример положительных и строго убывающих на про-

межутке D функций f(x) и g(x) таких, что отношение ■ .

а) возрастает на D; б) убывает на D;
в) не является монотонной на D.
5.** Пусть функции f(x) и g(x) строго возрастают на промежутке D. 

Докажите, что:
а) если Дх) > 0, g(x) > 0 на D, то Дх) • g(x) возрастает на D;
б) еслиДх) < 0, g(x) < 0 на 2), то Дх) • g(x) убывает на D.
6.** Приведите пример таких строго возрастающих на промежутке D 

функций Дх) и g(x), чтоДх) > 0, g(x) < 0, а функция Дх) • g(x):
а) возрастает на D; б) убывает на D;
в) не является монотонной на D.
7 .* Пусть функция f(x) строго убывает на промежутке D. Как ведёт

себя функция на множестве D, если:
Дх)

а)Дх) > 0 на D; б) Дх) < 0 на И?
8 .** Докажите, что:
а)Дх) = х3 - х возрастает на [1; 7];
б)Дх) = ^ + ^ убывает на (0; ~);

в)Дх) = (х + 1) • 2х-1 возрастает на [-1; ~);
г)Дх) = х2 * sin х возрастает на 0;^-;

д) Дх)= х + — возРастает на [і; °°);

е)Лх) = х^ + возрастает на [1; ~).
ух
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9 .** Решите неравенство:

a)V5x + 6-At4<4; б)--1< J13--;
х \ х

в) у[х^~ 4х - Ах2 -Зх-4 < 1.

10 .** Решите неравенство:

х 2 । 1 < log^Z^l).
4og2(x-l) log2(x-l) ’

Olog^Jf-f + |)>1;

x, |x+4|-|x| n
B) log 2 о о ■—i > 0;7 °xz+2x-3 X—1

г> 108&Цк ^hkb 1ое^-ж ^2^;

Д) log Ах+1 |х+3| > logAx+1U?n - х);

|х+3|-|х|
е)1о8й 2^>1;

1 > 1
e'|log2x|-l |log22x|-2

11.** Решите неравенство ----------- ДД-------- ft > 0. 
(x+2)log4(x2+3x+|j

■ Тесты

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Какой из указанных промежутков входит в множество решений

неравенства (х-1)(х-3)
(х-2)(х-4) >0?

1)[1;2) 2)(2;3] 3)(3;4] 4) [4;-)

1.2. Какой из указанных промежутков входит в множество решений

неравенства (х-1)(х-3)
(х-2)(х-4) <0?

1)(1;2) 2)(2;3) 3)(3;4] 4) (4;-)
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1.3. Какое из множеств является множеством всех решений неравен-

ства о^у-07
1)(-оо;0]и(1;~) 2)[0;1] 3) [0; 1) о (1;-) 4) [0; 1) и (4;-)

1.4. Какое из множеств является множеством всех

ства

решений неравен­

1) [1; 4) и (9; -) 2) [1; 4) и (4; 9] 3) [0; 1] и [9; -) 4) [0; 1] и (2; 9]

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.

2.1. При каких значениях х функция/(х) = 
положительное значение?

(х2-1)(х2-4)
(х2-9)(хМ6) пР™имает

1)х=1,2 2)х = -2,7 3)х = 5,1 4)х = -7,8
2.2. Объединение каких промежутков из указанных нужно взять, 

чтобы получить множество решений неравенства ^2 < 0?

1)(-оо;-3) 2)(-3;-2) 3) (-2; 2) 4) (2;-)

2.3. Каким из неравенств равносильно неравенство 7 > 0?
£(х)

1)^->о гнсф^ао 3)дЖ^>о 4) 1 >о
/(*) /(х)-£(х)

2.4. Выберите верные утверждения.
1) пусть функция /(х) непрерывна на промежутке [а; &] и ни в одной 

точке этого промежутка не обращается в нуль. Тогда на этом промежут­
ке либо все значения функции положительны, либо все значения функ­
ции отрицательны

2) пусть функция/(х) непрерывна на промежутке (а;Ь) и ни в одной 
точке этого промежутка не обращается в нуль. Тогда на этом промежут­
ке либо все значения функции положительны, либо все значения функ­
ции отрицательны

3) пусть функция/(х) непрерывна на отрезке [а; Ь] и принимает в кон­
цах значения разных знаков. Тогда найдётся такое число с из промежут­
ка (а; Ь), что /(с) = 0

4) пусть функция/(х) непрерывна на отрезке [а; Ь] и принимает в кон­
цах значения одного знака. Тогда на этом промежутке либо все значения 
функции положительны, либо все значения функции отрицательны
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■ Мини-исследования к главе 1

Мини-исследование 1
Предлагается ввести понятие бесконечно малой в точке а функции 

а(х), то есть функции а(х), предел которой в точке а равен 0, и анало­
гично тому, как это происходило для последовательностей, доказать не­
сколько основных свойств бесконечно малых в точке функций:

1) если функции а(х) и Р(х) — бесконечно малые в точке а, то сумма 
а(х) + Р(х) — бесконечно малая в той же точке;

2) если функция а(х) — бесконечно малая в точке а, функция/(х) ог­
раничена в некоторой окрестности точки а, то произведение а(х) -/(х) — 
бесконечно малая функция в точке а;

3) если функция а(х) — бесконечно малая в точке а, то ос(х) — функ­
ция, ограниченная в некоторой окрестности точки а.

Из свойств 2) и 3) следует, что произведение бесконечно малых в дан­
ной точке функций является бесконечно малой в этой точке функцией.

Мини-исследование 2
Для того чтобы хорошо представлять себе понятие непрерывности 

функции в точке, полезно разобраться в том, что означают слова «функ­
ция /(х) не является непрерывной в точке а». Если функция /(х) не яв­
ляется непрерывной в точке а, то её принято называть разрывной в точ­
ке а, а саму точку а — точкой разрыва функции /(х).

В примере с функцией у = э£п2х, рассмотренном в пункте 2.1, точка О 
является точкой разрыва, однако кажется немного «ненастоящей», так 
как если переопределить исходную функцию, положив её значение в нуле 
равным 1, то получим непрерывную в 0 функцию, тождественно равную 1 
на всей числовой прямой. Такой разрыв естественно назвать устранимым.

Функцию у = 8£пх можно представлять себе как бы «склеенной» 
из нескольких функций: для х < 0 — это функция, тождественно рав­
ная -1, предел которой в точке 0 существует и равен -1; для х > 0 — это 
функция, тождественно равная 1, предел которой в точке 0 существует и 
равен 1; и, наконец, при х = 0 — это нуль.

Такую точку разрыва, как в данных примерах, называют точкой раз­
рыва первого рода.

Легко указать принципиально отличные от предыдущих примеры то­
чек разрыва. Рассмотрим хорошо знакомую нам функцию /(х) = |, раз­

рывную в нуле хотя бы потому, что она в нуле не определена. Её тоже
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можно представить себе как бы «склеенной» из двух функций: для 

х < 0 — это функция, равная предел которой в точке 0 не существу­
ет; для х > 0 — это функция, равная ^, предел которой в точке 0 не су­

ществует; таким образом, 0 является такой точкой разрыва, что ни при 
стремлении х к нулю слева, ни при стремлении х к нулю справа предела 
не существует. Рассмотрим теперь функцию/(х), определённую форму- 

1 х + |х|лои /(х) = -5------й-, которая при х < 0 тождественно равна 0, а при х > ОX
равна ^. Её предел слева в точке 0 равен 0, а предела справа в нуле не 

существует. Такую точку разрыва, как в последних примерах, называют 
точкой разрыва второго рода.

1) Дайте определение точек разрыва первого и второго рода, и приве­
дите несколько новых примеров. г

0, если х = 0,
2) Докажите, что функция /(х) = 1 л разрывна в нуле,

sin — , если х ^ 0х
Разрыв какого рода представляет точка х = 0?

3) Докажите, что функция /(х) = х • sin— имеет в нуле устранимый 
разрыв первого рода.

Мини-исследование 3
Предлагается вывести замечательный тригонометрический предел 

sin Xlim------ = 1, не используя понятие непрерывности функции. Для этого: х-»0 X
1) для всех положительных чисел х установите неравенства 

л ч Sin X 0 < 1--------- < 1 - cos х;х
2) выразите 1 - cosx через синус половинного аргумента и получите 

~ . Sin X Xнеравенства 0 < 1-------- < -тг;х 2 ,2sin X X3) воспользовавшись чётностью функций у =------ ^ У = распро-
страните предыдущие неравенства на все х О;

4) с помощью теоремы о пределе промежуточной функции установи­
те искомый предел.
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Глава
СФЕРА И ШАР

В этой главе мы рассмотрим некоторые свойства сферы и шара, свойства 
плоскостей и прямых, касающихся сферы.

■ § 1. ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА СФЕРЫ И ШАРА

1.1. Сфера и шар. Одними из самых известных пространственных 
фигур являются сфера и шар.

Напомним, что сферой с центром О и радиусом R называется про­
странственная фигура, состоящая из всех точек, удалённых от точки О 
на расстояние R.

Сфера ограничивает в пространстве множество точек и является гра­
ницей шара. Напомним, что шаром с центром О и радиусом R называ­
ется пространственная фигура, состоящая из всех точек, удалённых от 
точки О на расстояние, меньшее либо равное R.

Точка М пространства лежит на заданной сфере с центром О и радиусом 
R только в том случае, когда ОМ = R. Точка М пространства содержится 
внутри шара с центром О и радиусом R только в том случае, когда ОМ < R.

Вопрос. Какие точки шара называются граничными?
1.2. Общие точки сферы и плоскости. Сфера и плоскость могут 

либо не иметь общих точек, либо иметь только одну общую точку, либо 
пересекаться по окружности. Это зависит от расстояния между центром 
сферы и плоскостью.

Теорема. Пусть центр О сферы радиуса R находится на расстоянии й 
от плоскости а. Тогда

при d>R сфера не имеет общих точек с плоскостью а;
при d = R сфера имеет с плоскостью а единственную общую точку;
при O<d<R сечением сферы плоскостью а является окружность ра­

диуса г = у R2 - d2 с центром Ор причём ОО1 ± а;
при d = 0 сечением сферы плоскостью а является окружность с цент­

ром О и радиусом R.
Из точки О опустим перпендикуляр с основанием О1 на плоскость а. 

Тогда ОО1 = (1. Рассмотрим четыре случая.
I. Пусть (1 > R. Тогда точка О1 плоскости ос не лежит на сфере, так как 

ООг > R. Для любой точки М плоскости ос имеем ОМ > ООг > R (рис. 1).
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Отсюда ОМ > R, а поэтому точка М также не 
лежит на сфере.

II. Пусть d = R. Тогда точка Ог плоскос­
ти ос лежит на сфере, так как ОО1 = R. Для 
любой другой точки М плоскости ос имеем 
ОМ > ОО1 = R. Значит, точка М не лежит на 
сфере, а поэтому при сі - R сфера и плоскость 
имеют единственную общую точку (рис. 2).

III. Пусть 0 < сі < R. Проведём в плоскости ос 
окружность 5 с центром О1 и радиусом 
г = У R2 - сі2 (рис. 3). Для любой точки М ок­
ружности 8 получаем прямоугольный тре­
угольник ООХМ с прямым углом при вершине 
Оѵ Поэтому по теореме Пифагора получаем 
ОМ2 = ОО2 + ОѴМ2 = й2 + (R2 - сі2) = R2, откуда 
ОМ = R. Следовательно, точка М лежит на 
данной сфере.

Обратно, пусть точка К — общая точка 
данной сферы и плоскости ос. Тогда точка К 
не совпадает с точкой Ох и ОХК 1 ООѴ Для 
прямоугольного треугольника ОО^К спра­
ведливо равенство О^2 = ОК2 - ОО2 = R2 - сі2, 
О^К = у R2 - сі2. Следовательно, точка R лежит 
в плоскости ос на окружности 8.

IV. Пусть сі = 0. Тогда точка Ог совпадает с 
точкой О. Проведём в плоскости ос окружность 
8 о, центром О и радиусом R. Все точки окруж­
ности 8 принадлежат сфере, так как они уда­
лены от точки О на расстояние R.

Вопрос. Почему в случае IV на плоскости ос 
нет точек сферы, отличных от точек окруж­
ности 81

1.3. Касание сферы и плоскости. Плос- Гис- 6 
кость ос называется касательной к сфе­
ре 8, если сфера 8 имеет с плоскостью ос единственную общую точку К. 
В этом случае точка К называется точкой касания сферы 8 с плоскос­
тью ос. Про плоскость, касательную к сфере 8, говорят также, что она 
касается шара, ограниченного сферой 8, в той же точке, в которой каса­
ется сферы.
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Следствием теоремы предыдущего пункта является основное свойство 
касания сферы с плоскостью.

Плоскость а, проходящая через точку М сферы 8 радиуса R с цент­
ром О в том и только том случае касается сферы 8, когда ОМ 1 а.

Для доказательства этого свойства установим справедивость двух ут­
верждений.

I. Если плоскость ос касается сферы радиуса R с центром О в точке М, 
то ОМ 1 а.

II. Если плоскость а проходит через точку М сферы 8 радиуса R с цен­
тром О и ОМ 1 ос, то плоскость ос касается сферы 8.

Докажем первое из этих утверждений. Предположим, что отре­
зок ОМ не перпендикулярен плоскости ос. Проведём ОО1 1 ос, где О1 — 
основание перпендикуляра, опущенного из точки О на плоскость 
ос, по предположению точка О1 не совпадает с точкой М. Но тогда 
сі = ООХ < ОМ = R. Отсюда по теореме из пункта 1.2 получаем, что плос­
кость ос пересекает сферу по окружности, то есть не касается данной 
сферы. Сделанное предположение приводит к противоречию, поэтому 
предположение о том, что отрезок ОМ не перпендикулярен плоскости ОС, 
неверно. Но тогда ОМ 1 а.

Вопрос. Как доказать второе из сформулированных утверждений?
1.4. Общие точки шара и плоскости. Из основных свойств пересе­

чения сферы с плоскостью можно вывести свойства пересечения шара с 
плоскостью.

Если плоскость удалена от центра шара на расстояние, большее ра­
диуса шара, то плоскость не имеет с шаром общих точек.

Если плоскость удалена от центра шара на расстояние, равное радиу­
су шара, то плоскость касается шара.

Если плоскость удалена от центра шара на расстояние, меньшее ради­
уса шара, то плоскость пересекает шар по кругу. При этом границей кру­
га является окружность пересечения данной плоскости с границей шара.

Вопрос. Какая точка шара находится на наименьшем расстоянии от 
некоторой данной плоскости?

1.5. Касание сфер. Две сферы называются касающимися, если они 
касаются некоторой плоскости в одной и той же точке. Центры касаю­
щихся сфер лежат на прямой, проходящей через точку касания перпен­
дикулярно общей касательной плоскости.

Если центры сфер лежат по разные стороны от этой плоскости, то го­
ворят, что сферы касаются внешним образом. В этом случае расстояние 
между центрами сфер равно сумме их радиусов. Если центры сфер лежат 
по одну сторону от касательной плоскости, то говорят, что сферы каса-
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ются внутренним образом. В этом случае расстояние между центрами 
сфер равно модулю разности их радиусов.

Можно доказать, что две сферы с центрами Ор О2 и радиусами йр R2 
касаются тогда и только тогда, когда либо 0,0, = R. + R.» либо 0,0, = 
= |Д1 - R2\.

Вопрос. Могут ли сферы касаться, если расстояние между их центра­
ми меньше суммы радиусов?

1.6. ** Внутренние точки шара и их свойства. Пусть задан шар V 
радиуса R с центром О. Назовём точку М внутренней точкой шара и, 
если ОМ < R.

Докажем, что для каждой внутренней точки М шара и можно ука­
зать шар с центром М, все точки которого будут внутренними точками 
исходного шара.

Пусть й = ОМ < R. Построим шар 8 с центром М и радиусом r=-^(R- й) 
(рис. 4). Возьмём произвольную точку Р шара 8. По неравенству тре­
угольника имеем:

ОР<ОМ + МР = й + МР<й + г = й + ^(Р-й) = ^(Р + й)<Р.

Точка Р удалена от точки О на расстояние ОР < R, поэтому Р — 
внутренняя точка шара V.

Таким образом, каждая внутренняя точкам 
шара и входит в шар и вместе с некоторым ша­
ром, центр которого находится в точке М.

Покажем, что указанное свойство не вы­
полняется для точек сферы, ограничивающей 
шар. Действительно, пусть К лежит на сфере 
радиуса R с центром О. Построим с центром К 
шар V радиуса 0 < г < R. Прямая ОК пересе­
кает шар V по его диаметру АВ (рис. 5). Точ­
ка А лежит вне заданного шара и, потому что 
ОА = ОК + КА = R + г > R, а точка В ле­
жит внутри заданного шара V, потому что 
ОВ = ОК - КВ - R - г < R. Если г меньше либо 
равно R, то шар V содержит точки, принадле­
жащие шару и и содержит точки, не принад­
лежащие этому шару и.

Следовательно, любой шар с центром на 
границе шара V содержит как точки, принад­
лежащие шару и, так и точки, не принадле­
жащие ему.

Рис. 4
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Вопрос. При каком условии один шар целиком находится вне другого 
шара?

■ Контрольные вопросы
1. Какая пространственная фигура называется сферой?
2. Какая пространственная фигура называется шаром?
3. Каким может быть множество всех общих точек сферы и плоскости?
4. Как определяется плоскость, касательная к сфере?
5. В чём состоит основное свойство плоскости, касательной к сфере?
6. ** Какие точки шара называются внутренними?
7. ** Каким свойством обладают внутренние точки шара?
8. Как определяется касание двух сфер?

■ Задачи и упражнения
1. * Пусть две сферы имеют более одной общей точки. Докажите, что 

линия пересечения этих сфер — окружность.
2. Центр сферы радиуса В лежит на поверхности другой сферы радиу­

са 2R. Найдите радиус окружности, по которой эти сферы пересекаются.
3. ** Точка А лежит за пределами шара 8. Каково множество всех то­

чек касания шара 8 со всевозможными касательными плоскостями, про­
ходящими через точку А?

4. Шар касается граней двугранного угла величиной 60°. Расстояние 
от центра шара до ребра данного угла равно а. Найдите радиус шара.

5. Радиус сферы равен R. Через конец одного из радиусов под углом 
30° к нему проведена плоскость. Найдите радиус окружности, по кото­
рой пересекаются эти плоскость и сфера.

6. Через точку А на поверхности сферы радиуса R проведена каса­
тельная плоскость а. Плоскость 3 проходит через точку А и составляет 
угол 45° с плоскостью ос. Каков радиус окружности, по которой сфера пе­
ресекается плоскостью р?

7. На поверхности сферы радиуса R выбрана точка А. Найдите радиус 
окружности, расположенной на этой сфере, все точки которой удалены 
от точки А на расстояние R.

8. * Две параллельные плоскости пересекают сферу по окружностям 
радиусов гѵ г2. Найдите радиус сферы, если расстояние между плоскос­
тями равно к.

9. Шар радиуса 5 касается плоскости ос. Точка А лежит на плоскости а 
на расстоянии 12 от точки касания. Найдите:

а) наименьшее расстояние от А до точек шара;
б) наибольшее расстояние от А до точек шара.
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10 .** Пересечение некоторой пространственной фигуры Ф с любой 
плоскостью есть либо круг, либо точка, либо пустое множество. Докажи­
те, что фигура Ф — шар.

11 .** Шар касается граней двугранного угла. Докажите, что плос­
кость, проходящая через ребро а угла и центр шара, делит двугранный 
угол пополам.

12 . В сечении шара двумя параллельными плоскостями, расстоя­
ние между которыми равно 1, получаются два круга с радиусами гг и г2. 
Найдите радиус шара, если

3 4а) ^ = 3,^ = 4; б)* ^ = у, г2 = у.

Тесты ■

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Сфера радиуса 2 касается двух параллельных плоскостей. Чему 

равно расстояние между этими плоскостями?
1)2 2)3 3)4 4)5
1.2. На расстоянии 99 от центра сферы радиуса 100 проводится плос­

кость. Какому из промежутков принадлежит значение радиуса окруж­
ности, полученной в сечении сферы?

1)(5;10) 2)(10;15) 3)(15;20) 4)(20;25)
1.3. Чему равен радиус сферы, у которой сечение, проходящее на рас­

стоянии 2 от центра, имеет радиус 5?
1)^21 2)^23 3)^27 4)^29
1.4. Чему равна площадь сечения сферы радиуса 4 плоскостью, прохо­

дящей на расстоянии 1 от центра сферы?
1)10л 2) 15л 3) 20л 4) 25л

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Две сферы радиусов R1 = 8 и Л2 = 12 касаются одной плоскости. 

Каким может быть расстояние между центрами этих сфер?
1)2 2)4 3)20 4)200
2.2. Сфера радиуса R пересекается плоскостью. Какие из приведён­

ных значений могут быть радиусом окружности сечения?
1)в(Ѵз-1) 2)я(Ѵ5-1) 3)я(Ѵ43-Ѵ37) 4) |(Ѵз + 2)

2.3. Даны сфера 8^ с центром О1 и радиусом R1 и сфера 82 с центром О2 
и радиусом R2. В каких из перечисленных случаев сферы касаются?
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1) R. = 2^,= 5, 0.0, = 3 2) Я. = 31, Я2 = 47, 0.0, = 77
3) ^ = 12, R2 = 25, ор2 = 13 4) Rx = 1,24, R2 = 2,325, Ор2 = 3,565
2.4. При каких значениях расстояния (і от центра сферы радиуса R до 

плоскости радиус сечения сферы этой плоскостью будет меньше R?

X)d = ^R 2)d = ^R 3)d = ^R 4)d = ^R
Ло о (

■ §2. ОПИСАННЫЕ СФЕРЫ

Рис. 1

2.1. Сферы, описанные около много­
гранника. Сфера называется описанной око­
ло многогранника, если все вершины мно­
гогранника лежат на сфере. В таком случае 
многогранник называется вписанным в дан­
ную сферу.

Пусть многогранник вписан в сферу S. Пе­
ресекая сферу S плоскостью, проходящей 
через грань многогранника, получим окруж­
ность, описанную около данной грани (рис. 1). 
Из теоремы пункта 1.2 следует, что если эта 
плоскость не проходит через центр сферы, то, 
соединяя центр окружности сечения с цент­
ром сферы, получим отрезок, перпендикуляр­
ный соответствующей грани.

Вопрос. В каком случае около параллеле­
пипеда можно описать сферу?

2.2. Сферы, описанные около пирами­
ды. Центр сферы, которую можно описать 
около любой правильной пирамиды, лежит на 
прямой, проходящей через высоту пирамиды.

Пример 1. В основании правильной че­
тырёхугольной пирамиды SABCD лежит 

квадрат АВСП со стороной 2, боковые рёбра пирамиды равны 3. Найдём 
радиус сферы, описанной около пирамиды.

Пусть Н — основание высоты пирамиды (рис. 2). Тогда точка Н равно­
удалена от вершин основания и совпадает с центром основания ABCD. Поэ­
тому НА = НВ = НС = HD = ~ АС = ^2. Точка Н является центром окружнос­
ти, описанной около основания ABCD. Рассмотрим плоскость ASC и найдём
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на высоте 8Н точку О такую, что 08 = ОА 
(рис. 3). Поскольку 8Н1 АС, АН-\2 и А5 = 3, то 
8Н = Ѵз2 - (Ѵ2)2 = Ѵ7. Пусть 80 = R. Тогда 
0Н = \^7-В\ иАО2=АН2 + ОН2 = 2 + (^7-В)2 = 
= 9 - 2^7 R + R2. Из условия АО = R составляем 
уравнение: 9 - 2^R + R2 = R2. Отсюда!? “2^7“ 

= ^Ѵ7. Прямоугольные треугольники АНО, 

ВНО, СНО, ОНО равны, так как имеют соот­
ветственно равные катеты. Отсюда АО = ВО = СО = ВО = 80. Поэтому сфе- 

9ра с центром О и радиусом ^ = у ѵ7 содержит все вершины пирамиды. 
9 г~ Ответ: ѵ7.14

Вопрос. Может ли центр сферы, описанной около пирамиды, нахо­
диться вне пирамиды?

2.3. Нахождение центра описанной сферы. Пусть многогранник
вписан в сферу. В пункте 2.1 было указано, что если пересечь сферу плос-
костью, проходящей через грань многогранника, 
то в сечении получается окружность, описанная 
около грани. Это свойство позволяет находить 
центр описанной сферы следующим способом. 
Выберем некоторую грань многогранника, най­
дём центр описанной около неё окружности и 
проведём через этот центр прямую, перпендику­
лярную плоскости грани (рис. 4). Если существу­
ет описанная сфера, то её центр находится на пос­
троенной прямой. Указанное построение можно 
повторить и выполнить для какой-нибудь другой 
грани многогранника. Если хотя бы два из постро­
енных перпендикуляров не пересекутся, то опи­
санной около многогранника сферы не существует.

Пример 2. В основании призмы АВСА1В1С1 
лежит прямоугольный треугольник АВС с ги­
потенузой АВ = 6. Призма такова, что около неё 
можно описать сферу, и высота призмы равна 8. 
Найдём радиус описанной сферы.

Рассмотрим грань АВС (рис. 5). Центр окруж­
ности, описанной около прямоугольного тре-
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угольника АВС, находится в середине М гипоте­
нузы АВ. Следовательно, центр описанной сферы 
лежит на прямой а, проходящей через точку М 
и перпендикулярной плоскости АВС. Посколь­
ку плоскости граней АВС и А^В^ параллельны, 
то прямая а проходит через центр сферы и пер­
пендикулярна грани А1В1С1. Прямая а пересека­
ет плоскость грани А^В^С^ в центре окружности, 
описанной около треугольника А1В1С1. Следова­
тельно, прямая а пересекает плоскость грани 
А1В1С1 в середине М^ гипотенузы А^ (см. рис. 5).

Отрезок ММХ проходит через середины соответственных рёбер ос­
нований и перпендикулярен плоскости оснований. Следовательно, от­
резок ММ^ равен высоте призмы, то есть ММХ = 8. Для вычисления 
радиуса сферы можно рассмотреть плоскость АА^В^В (рис. 6). Пусть 
О — центр сферы. Тогда АО = АгО, откуда ОМ = ОМ}, ОМ = ^ММ} = 4, 

АМ = ^АВ = 3,АО2 =АМ2 + МО2 = З2 + 42 = 52, АО = 5.

Ответ: 5.
Вопрос. Где находится центр сферы, описанной около прямоугольно­

го параллелепипеда?
2.4. ** Нахождение центра описанной сферы с помощью сере­

динных перпендикуляров. Пусть сфера проходит через две различные 
точки А и В. В этом случае центр О сферы равноудалён от точек А и В. По­
этому точка О находится во множестве всех точек пространства, равно­
удалённых от точек А и В, то есть находится в плоскости ос, которая про­
ходит через середину отрезка АВ перпендикулярно отрезку АВ. Иногда 

такую плоскость называют серединным перпен­
дикуляром к отрезку АВ в пространстве.

Пример 3. Ребро SA пирамиды SABC пер­
пендикулярно основанию АВС, АВ = АС = 3, 
SA = ВС = 2. Найдём радиус сферы, описанной 
около пирамиды SABC.

Поскольку сфера проходит через точки S и 
А, то её центр О лежит в плоскости MNK, про­
ходящей через середину М ребра SA и перпен­
дикулярной прямой SA, потому что плоскость 
MNK параллельна плоскости АВС (рис. 7). 
Если F — центр окружности, описанной око-
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ло треугольника АВС, то OF1ABC, а поэтому OF || АМ (рис. 8). Из па­
раллельности плоскостей АВС и MNK следует, что АМ = OF. Поэтому 
AMOF — прямоугольник. Пусть Н — середина ВС. Тогда:

АН = ^32-12 = 2^2,

(2^І2 -Af)2 + CH2 - FC2, FC =AF,

8-4^2-АГ+1 = 0, AF = -^, OF=AM=1, 
4^2

AO2=AF2 + OF2^^ + 1 = ^-, АО~р-.

п V226Ответ: ——.
о

Вопрос. Как доказать, что около любой 
треугольной пирамиды можно описать сфе­
ру?

Контрольные вопросы ■

1. Какая сфера называется описанной около многогранника?
2. Какой многогранник называется вписанным в сферу?
3. Каким свойством обладает сечение описанной сферы плоскостью 

грани многогранника?
4. Где расположен центр сферы, описанной около правильной пира­

миды?
5. Каким свойством обладает любой параллелепипед, вписанный в 

сферу?
6. Как найти центр сферы, описанной около параллелепипеда?
7. Каким свойством обладают точки плоскости, перпендикулярной 

отрезку и проходящей через его середину?

Задачи и упражнения ■

1. Докажите, что если около призмы можно описать сферу, то эта 
призма — прямая. Верно ли, что сферу можно описать около любой пря­
мой призмы?

2. Радиус сферы равен R. Найдите:
а) длину ребра вписанного в сферу куба;
б) длину ребра вписанного в сферу правильного тетраэдра.
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3. Боковые рёбра правильной четырёхугольной пирамиды равны 9, а 
высота равна 5. Найдите радиус сферы, описанной около пирамиды.

4. В основании четырёхугольной пирамиды лежит квадрат со сторо­
ной 2. Одно из боковых рёбер равно 3 и перпендикулярно к основанию. 
Найдите радиус сферы, описанной около пирамиды.

5. Сторона основания правильной треугольной пирамиды в два раза 
меньше радиуса описанной около неё сферы. Найдите угол между боко­
вым ребром и плоскостью основания пирамиды.

6. Центр шара радиуса R лежит в плоскости одной из граней куба, а 
четыре вершины куба, не принадлежащие этой грани, лежат на поверх­
ности шара. Найдите длину ребра куба.

7. * В пирамиде АВСВ рёбра АВ и СБ имеют длину 4, остальные ребра 
имеют длину 2^11. Найдите радиус сферы, описанной около пирамиды 
АВСВ.

8. ** В основании пирамиды 8АВС лежит правильный треугольник АВС 
со стороной 1, ребро 8А перпендикулярно основанию и 8А = 3. Найдите ра­
диус сферы, проходящей через вершины А, В, С и через середину ребра 8С.

Н Тесты

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Чему равен радиус сферы, описанной вокруг прямоугольного 

параллелепипеда, рёбра которого, выходящие из одной вершины, име­
ют длины 2, 4 и 6?

1)Ѵ13 2) <4 3)Ѵ15 4)4
1.2. * Вокруг правильных треугольных пирамид с ребром основания, 

равным а, описываются сферы. Какое наименьшее значение может 
иметь радиус сферы?

1)Я 2)а^ 3)а^ 4)«^

1.3. В основании правильной четырёхугольной пирамиды 8АВСВ ле­
жит квадрат АВСВ со стороной 2а. Известно, что центр описанной вок­
руг пирамиды сферы находится на основании пирамиды. Чему равна 
длина бокового ребра пирамиды?

1) аѴ2 2) аѴз 3) 2а 4) аѴб
1.4. Чему равен радиус сферы, описанной вокруг правильной тре­

угольной призмы, все рёбра которой равны 1?
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Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. * В правильной треугольной пирамиде на высоте 8Н, проведённой 

к основанию, выбрана точка Р. В каком из перечисленных случаев точ­
ка Г не может быть центром описанной сферы, если известно, что:

1)8Р:РН = 3: 1 2)8Р:РН = 2: 1
3)8Р:РН=1: 1 4)8Р:РН=1: 2
2.2. Каким не может быть основание четырёхугольной пирамиды, 

вписанной в сферу?
1) прямоугольником
2) ромбом с углом 60°
3) трапецией с прямым углом
4) четырёхугольником АВСВ, у которого ЛА = АС = 90°
2.З. * Вокруг четырёхугольной призмы всегда можно описать сферу, 

если:
1) боковые грани призмы — прямоугольники
2) основания призмы — квадраты
3) призма прямая
4) призма правильная
2.4. На сколько частей могут разделить пространство сфера и плоскость?
1) на две 2) на три 3) на четыре 4) на пять

§ 3. СФЕРЫ, КАСАЮЩИЕСЯ ПЛОСКОСТЕЙ ■

3.1. Сфера, вписанная в многогранник. Сфера называется вписан­
ной в многогранник, если сфера касается всех плоскостей граней и каж­
дая точка касания принадлежит соответствующей грани. В этом случае 
многогранник называют описанным около данной сферы. Шар, грани­
цей которого является сфера, вписанная в мно­
гогранник, также называется вписанным в этот 
многогранник.

Пусть сфера с центром О вписана в многогран­
ник. Из свойства плоскости, касающейся сферы, 
следует, что если соединить центр О с точкой М 
касания сферы с гранью, то получим перпенди­
куляр к плоскости грани. При этом длина отрез­
ка ОМ равна радиусу сферы (рис. 1).

Вопрос. Где находятся центры сфер, касаю­
щихся данной плоскости в данной точке?
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3.2. Сфера, вписанная в пирамиду. В произвольную правильную 
пирамиду можно вписать сферу. Центр вписанной сферы лежит на высо­
те такой пирамиды.

Пример 1. В основании правильной треугольной пирамиды SABC лежит 
равносторонний треугольник со стороной 2^3, высота SH пирамиды рав­
на 2. Найдём радиус сферы, вписанной в пирамиду.

Поставим на высоте SH точку О — центр сферы, вписанной в пирами­
ду. Проведём перпендикуляр, например к грани SBC. Для этого постро­
им АМ А. ВС и проведём OPLSM (рис. 2). Плоскость AMS перпендику­
лярна плоскости SBC, поэтому отрезок ОР — перпендикуляр к грани 
SBC. Пусть ОР = г. Вычислим г из условия SASOM + SAOMH = SASMH. В ре-

1 / п 1 о і 2 ^-І 
зультате получаем ^•(г-у5 + г-1) = ^- 2-1, откуда г = ^^ = —^—*

Теперь заметим, что если аналогично провести из точки О перпенди­
куляры к граням SAB и SAC, то вычисления будут в точности такими

же, как и при проведении перпендикуляра к 
грани SBC. Поэтому сфера с центром О и ра- 

л/5-1диусом г = —х— касается всех граней пирами-
ДЫ.

Ответ: ——.

Вопрос. Как доказать, что плоскость 8АМ 
перпендикулярна плоскости 8ВС?

3.3. Центр сферы, касающейся граней 
двугранного угла. Пусть сфера с центром О 
касается граней аир двугранного угла с реб­
ром т в точках М и К (рис. 3). Тогда ОМ±а, 
ОК ±$, откуда следует, что ОМ Ѵт, ОКА.т, 
ОМК 1 т. Поэтому плоскость ОМК пересека­
ет грани по лучам РК и РМ, образующим ли­
нейный угол данного двугранного угла. При 
этом ОМ±РМ, ОКА.РК. Поскольку ОМ = 
ОК, то точка О в плоскости ОРМК равноуда­
лена от сторон линейного угла МРК, и центр 
О сферы лежит на биссектрисе линейного 
угла. Отсюда следует, что центр О сферы ле-
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жит на полуплоскости, которая делит данный двугранный угол на два 
равных двугранных угла. Иногда эту полуплоскость называют биссекто­
ром двугранного угла.

Центр сферы, касающейся граней двугранного угла, лежит на бис­
секторе этого двугранного угла.

Вопрос. Пусть сфера касается граней данного двугранного угла и из­
вестна одна из точек касания. Как в этом случае построить центр сферы?

З.4. * Решение задач о касательных сферах с помощью биссек­
торов.

Пример 2. В кубе АВСВА1В1С1В1 с ребром 10 сфера касается граней 
АВСВ, ВСВ1С1, ВСВХСХ и проходит через точку М ребра А1В1 такую, 
чтоА1М = 2. Найдём радиус этой сферы.

Касаясь указанных граней, сфера касается и граней двугранного угла 
куба с ребром ВС. Поскольку DC1.BC и СС^ВС, то угол ВССг — линей­
ный угол. Биссектриса угла ВССг проходит по диагонали СВѴ Поэтому 
биссектором двугранного угла куба с ребром ВС является полуплоскость 
А1ВСВ1 (рис. 4).

Аналогично, так как сфера касается граней двугранного угла куба с 
ребром СВ, центр сферы лежит на биссекторе АХВХСВ (рис. 5.). Следова­
тельно, центр сферы лежит на пересечении указанных биссекторов — на 
луче САѴ После этого можно изобразить радиусы сферы, проведённые 
в точки касания с гранями АВСВ и ВСС1В1. Для этого нужно провести 
O^1AC и ОЫСВХ (рис. 6).

Для завершения решения задачи рассмотрим плоскость АгВгСВ, кото­
рая содержит центр сферы, радиус, проведённый в точку касания с гра­
нью ВВ^С и в точку М, через которую по условию проходит сфера
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Рис. 7

(рис. 7). Имеем А1В1 = 10, В1С=10^2,А1С=10^3,

sin ф = sin AB.СА. = , cos а = cos АВ.А.С = -І=,
1 1 Ѵз 1 1 Ѵз

Пусть OL = г, причём г < 10. Тогда

ОС = -^- = г^, А.О = (10 - гу& ОМ2 =А,М2 + 
Sin(p 1 ' ’ 1

+ А^2 - 2АГМ • ^Ocosa = 4 + 3 • (10 - г)2 -
-4-(10-г).

По условию ОМ = г, поэтому приходим к 
уравнению г2 = 4 + 300 - 60г + Зг2 - 40 + 4г, 

г2 - 28г + 132 = 0. Корень гх = 14 + 8 = 22 не удовлетворяет условию 
г < 10. Второй корень г2 = 14 - 8 = 6 является искомым значением ра-
диуса.

Ответ: 6.
Вопрос. Как доказать, что биссекторы двугранных углов любого 

трёхгранного угла имеют общий луч?

3.5. ** Другой пример применения биссекторов. В этом пункте 
разберём следующую задачу.

Пример 3. В правильной четырёхугольной пирамиде SABCD в основа­
нии лежит квадрат ABCD со стороной 2, боковые грани пирамиды обра­
зуют с основанием углы в 60°. Найдём радиус сферы, касающейся гра­
ней ABCD, SAB, SAD и плоскости BSD.

Построим биссектор двугранного угла пирамиды при ребре AD. Для 
этого проведём SMAAD, MN А AD и получим линейные углы двугран­
ных углов пирамиды при рёбрах AD и ВС (рис. 8). По условию ASMN = 

= ASNM = 60°. Поэтому треугольник SMN 
равносторонний, его стороны равны 2, а зна­
чит, биссектриса угла SMN пересекает высо- 

1 Ѵз ту SH в такой точке F, что FH = -^SH = 
Следовательно, биссектор двугранного угла 
при ребре AD пересекает высоту SH в точке F. 
Аналогично доказывается, что биссектор 
двугранного угла при ребре АВ пересекает вы­
соту SH в той же точке F.
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После этого построим биссектор угла меж­
ду плоскостями АВСВ и 8ВВ. Поскольку 
8НЬВВ, АНЬ ВО, то угол АН8 — линей­
ный. Проведя биссектрису НЬ угла АН8, по­
лучаем биссектор рассматриваемого угла — 
полуплоскость ВЬВ (рис. 9).

Наконец заметим, что полуплоскость А8С 
является биссектором двугранного угла пира­
миды при ребре ЗА Поэтому точка О пересе­
чения прямых НЬ и АР в плоскости А8С сов­
падает с центром искомого шара (рис. 10).

Обозначим ОР, равное РН, через х. По­
скольку АН = Ѵ2, то

1 1
~І=-Х —;= г-

ѴЗ Ѵ2
у[2,Х~ 1+^’ОР AH, х

Ответ:----- ?=•
і+Ѵб

Вопрос. Чему равен радиус сферы, вписан­
ной в пирамиду 8АВ В?

Рис. 10

Контрольные вопросы ■

1. Сформулируйте определение плоскости, касающейся сферы.
2. Сформулируйте необходимое и достаточное условие касания сферы 

с плоскостью.
3. Как построить точку касания сферы с заданной плоскостью, если 

известен центр сферы?
4. Какая сфера называется вписанной в многогранник?
5. В каком случае многогранник называют описанным около сферы?
6. Где находится центр сферы, вписанной в правильную пирамиду?
7. Что называется биссектором двугранного угла?
8. Каким свойством обладает центр сферы, касающейся граней дву­

гранного угла?

Задачи и упражнения ■

1 . Найдите радиус сферы, вписанной в правильный тетраэдр с ребром 
4 см.
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2 . Найдите радиус сферы, вписанной в правильную четырёхугольную 
пирамиду, все рёбра которой равны 6.

3 . В правильную треугольную призму АВСА1В1С1 с основанием АВС 
можно вписать сферу. Найдите боковое ребро призмы, если ребро осно­
вания равно 6.

4 .** Докажите, что в каждую правильную пирамиду можно вписать 
сферу.

5 .* Дан куб АВСВА1В1С1В1 с ребром 1. Одна сфера радиуса 1 имеет 
центр в точке В, вторая сфера касается первой и касается граней трёх­
гранного угла с вершиной Сѵ Найдите радиус второй сферы.

6 .* Дан куб АВСВА1В1С1В1. Одна сфера имеет диаметром ребро АВ, 
а вторая сфера касается первой сферы и касается граней трёхгранного 
угла с вершиной Аг Найдите радиус второй сферы.

7 .* В правильный тетраэдр АВСВ с ребром а вписан шар. Найдите ра­
диус шара, вписанного в трёхгранный угол с вершиной А и касающегося 
первого шара.

8 .** В основании правильной четырёхугольной пирамиды 8АВСВ ле­
жит квадрат со стороной 1, боковые грани образуют угол в 60° с плос­
костью основания. В трёхгранные углы с вершинами А и В вписаны 

ісферы радиусов и -^. Найдите расстояние между центрами этих 

сфер.
9 .** Пирамиды 8ГАВСВ и 82АВСВ имеют общее основание АВСВ, 

представляющее собой ромб со стороной а и острым углом, равным 60°. 
Вершины 8Г и 82 лежат по разные стороны от плоскости АВСВ, причём 
боковые грани одной из пирамид образуют угол в 30° с основанием, дру­
гой — угол в 60°. Найдите радиус шара, лежащего внутри многогранни­
ка 81АВСВ82 и касающегося всех его граней.

10 .* Два касающихся шара с центрами в точках О1 и О2 касаются гра­
ней двугранного угла в 60° с ребром МЫ. Прямая О1О2 образует с прямой 
МЫ угол в 45°. Найдите радиус меньшего шара, если радиус большего 
равен 7.

11 .* Два касающихся шара радиусов 2 и 3 с центрами в точках О1 и 
О2 касаются граней двугранного угла с ребром МЫ. Определите вели­
чину двугранного угла, если прямая ОХО2 образует с прямой МЫ угол 
в 45°.

60



§ 3. Сферы, касающиеся плоскостей ■

Тесты ■

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Шар радиуса R касается граней двугранного угла величиной 120°. 

Чему равно расстояние от центра шара до ребра двугранного угла?
1)Л^ 2)^ 3)7?Ѵз 4)|в

1.2. Сферу можно вписать в каждую:
1) правильную треугольную пирамиду
2) треугольную призму
3) правильную треугольную призму
4) четырёхугольную пирамиду
1.3. Сколько касательных плоскостей к сфере можно провести через 

заданную прямую, которая не пересекается со сферой?
1) ни одной 2) одну 3)две 4) бесконечно много
1.4. Чему равна главная диагональ куба, вписанного в сферу радиуса R?
1)7? 2)R^2 3)В^ 4)2Я

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Какие из указанных значений может иметь площадь сечения 

шара радиуса 3 плоскостью?
1)10 2)20 3)30 4)40
2.2. * Сфера с центром О касается в точках Е, F и Н боковых граней 

треугольной призмы АВСАХВ1С1 с основанием АВС и боковыми рёбрами 
ААѴ ВВ1, СС1. Какими свойствами обладает плоскость EFH?

1) точка О принадлежит плоскости EFH
2) плоскость EFH перпендикулярна плоскости АА1ВВ1
3) плоскость EFH перпендикулярна прямой ССг
4) каждая прямая плоскости АА^ВВ^ перпендикулярна плоскости 

EFH
2.3. Два шара радиусов R и г касаются друг друга и касаются одной 

плоскости. Чему равно расстояние между точками касания этих шаров с 
плоскостью?

1)2^ 2)\2Rr ^)^[R^ A^^Rr

2.4. Какие из указанных значений не может принимать радиус сфе­
ры, вписанной в правильную треугольную пирамиду с ребром основа­
ния, равным 6?

1)^2 2) Ѵз 3)2 4)Ѵб
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■ Глава 2. Сфера и шар

■ § 4. СФЕРЫ, КАСАЮЩИЕСЯ ПРЯМЫХ

4.1. Сфера, касающаяся прямой. Прямая а называется касателъ-
ной к сфере 8, если она лежит в плоскости ос, касающейся сферы, и про­
ходит через точку М касания сферы с плоскостью ос (рис. 1). В этом слу­
чае прямая а имеет со сферой 8 единственную общую точку, которая
называется точкой касания прямой со сферой.

Отрезок ОМ, соединяющий центр сферы 8 с точкой касания плоскос­
ти а со сферой, перпендикулярен прямой а. Отсюда сразу следует, что
ОМ±а, причём длина отрезка ОМ равна радиусу сферы.

Рис. 2

Рис. 3

Вопрос. Как доказать, что прямая, имею­
щая со сферой единственную общую точку, 
является касательной к этой сфере?

4.2. Свойство радиуса, проведён­
ного в точку касания сферы и прямой. 
Рассмотрим в пространстве прямую а и 
не лежащую на ней точку Р. Проведём 
РК^а, где К — основание перпендикуляра 
(рис. 2). Для любой точки М прямой а, от­
личной от точки К, имеет место неравенство 
РМ > РК. Отсюда следует, что сфера радиуса 
РК с центром Р имеет с прямой а единствен­
ную общую точку и касается прямой а.

Вопрос. Как в пространстве провести из 
точки Р перпендикуляр к прямой а?

4.З.* Центр сферы, касающейся сторон 
плоского угла. Пусть сфера 8 с центром О 
касается сторон угла ВАС. Опустим из точ­
ки О перпендикуляр ОН на плоскость ВАС и 
рассмотрим сечение сферы плоскостью ВАС. 
Этим сечением является окружность с цент­
ром Н, касающаяся сторон угла ВАС (рис. 3). 
Отсюда следует, что центр О сферы находит­
ся на перпендикуляре к плоскости ВАС, про­
ходящем через точку биссектрисы угла ВАС. 
Каждый такой перпендикуляр содержится в 
плоскости Р, проходящей через биссектрису
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угла ВАС перпендикулярно плоскости ВАС 
(рис. 4).

Если сфера касается сторон угла, то центр 
сферы лежит в плоскости, проходящей через 
биссектрису угла перпендикулярно плоскос­
ти угла.

Вопрос. Где находится центр сферы, каса­
ющейся двух параллельных прямых?

4.4. * Свойство отрезков касательных. Справедливо следующее ут­
верждение.

Отрезки касательных, проведённых к сфере из одной точки, равны 
между собой.

Пример. В правильной пирамиде SABC рёбра основания АВС равны а, 
боковые рёбра равны т. Найдём радиус сферы, касающейся всех рёбер 
пирамиды.

При пересечении указанной сферы плоскостью АВС получится ок­
ружность, вписанная в треугольник АВС, поэтому центр О сферы лежит 
на прямой SH, перпендикулярной к плоскости АВС. Из равенства тре­
угольников ASH, BSH, CSH следует, что каждая точка высоты SH рав­
ноудалена от лучей SA, SB, SC. Проведём OK ISA и ОМ 1АС (рис. 5). 
При условии ОК = ОМ точка О будет центром сферы, касающейся всех 
рёбер данной пирамиды.

Отрезки АМ и АК являются отрезками касательных, проведённых к

сфере из одной точки. Поэтому АК =АМ = ~. Отсюда 8К - т - ~. Далее

AN = ^,AH = ^, SH = \lm2-^, tg A ASH =
Z о у о

Тогда
OK=SK- tg A ASH = a '[2m~a\.

2y3m2-a2

Ответ: a • (2m-a) 
2^3m2-a2 ’

Вопрос. Как доказать, что для правильной 
треугольной пирамиды с ребром основания 
длины а и боковым ребром длины т выполня­
ется неравенство Зт2 > а2?
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■ Контрольные вопросы

1 . Как определяется прямая, касающаяся сферы?
2 . Каким свойством обладает точка касания сферы с прямой?
3 .** Каким свойством обладает центр сферы, касающейся сторон за­

данного угла?
4 .** Каким свойством обладает центр сферы, касающейся двух задан­

ных параллельных прямых?
5 .** Сформулируйте свойство отрезков касательных, проведённых к 

сфере из заданной точки.

■ Задачи и упражнения

1 . Найдите радиус сферы, касающейся всех рёбер правильного тетра­
эдра с ребром 6.

2 .* Найдите радиус сферы, касающейся боковых рёбер правильной 
четырёхугольной пирамиды и касающейся плоскости основания, если 
известно, что рёбра основания равны 2V2, а боковые рёбра равны 4.

3 .** Каким условиям должны удовлетворять рёбра треугольной пира­
миды, чтобы существовала сфера, касающаяся всех её рёбер?

4 .** Длина ребра правильного тетраэдра SABC равна 1. Сфера касает­
ся рёбер AS, АС, АВ и проходит через середину ребра ВС. Найдите радиус 
сферы, если известно, что её центр лежит внутри тетраэдра.

5 .** В основании прямой треугольной призмы АВСА1В^С1 лежит пря­
моугольный треугольник АВС с катетами АВ = а, АС = 2а. Высота при­

змы равна ^. Найдите радиус сферы, касающейся ребра В1С1 и граней 

АА^В, АА^С, АВС.
6 .** Основанием пирамиды SABC является равнобедренный треуголь­

ник АВС, в котором АС =АВ = a, ABAC = 120°. Ребро SA перпендикуляр­
но основанию и равно а. Найдите радиус сферы, касающейся основания 
и боковых рёбер пирамиды.

7 .** В основании треугольной призмы АВСА1В1С1 лежит правильный 
треугольник АВС со стороной, равной а. Боковые рёбра AAV ВВѴ ССХ 
перпендикулярны прямой ВС и образуют угол в 60° с плоскостью осно­
вания. Известно, что существует сфера, которая касается всех боковых 
рёбер и рёбер А1С1, А1В1, ВС. Найдите высоту призмы.

8 .** В основании пирамиды SABCD лежит прямоугольник ABCD со 
сторонами АВ = 1, AD = Ѵб. Ребро SA перпендикулярно плоскости осно- 
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вания, его длина равна 1. Сфера, центр которой находится вне пирами­
ды, касается отрезков 8В, 8С и плоскостей 8АВ иАВСВ. Найдите радиус 
сферы.

9 .** В тетраэдре АВСВ рёбра АС, ВС, ВС попарно перпендикулярны. 
Точка М лежит в плоскости АВС и одинаково удалена от рёбер АВ, ВС и 
СВ. Точка N лежит в плоскости ВСВ и одинаково удалена от тех же рё­
бер. Найдите длину отрезка МЫ, если ВС = СВ = Ѵз, АС = 3.

10 .** В правильной треугольной призме АВСА1В1С1 с основанием АВС 
длины всех рёбер равны 1. Точки М и N — середины рёбер А1С1 и С^ 
соответственно. Найдите минимально возможный радиус сферы, касаю­
щейся плоскостей граней АА-^В, АВС и прямой МЫ.

Тесты ■
Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Из точки А проведена прямая, касающаяся сферы радиуса 5 в 

точке В. Известно, что АВ = 12. Чему равно наименьшее из расстояний 
от точки А до точек этой сферы?

1)7 2)8 3)9 4)10
1.2. * Все рёбра правильной треугольной призмы АВСА1В1С1 равны 1. 

Чему равен радиус наименьшей сферы, которая может одновременно ка­
саться прямых АВ и С^^.

«І 2Ыг 3)3 П

1.3. В правильной треугольной пирамиде 8АВС рёбра основания АВС 
равны 4, боковые рёбра равны 7. Проводится сфера, которая касается 
всех рёбер пирамиды. Пусть М — точка касания этой сферы с ребром 
8А. Чему равна длина отрезка 8М?

1)3 2)4 3)5 4)6
1.4. ** Если существует сфера, касающаяся рёбер АВ, ВС, СВ, АВ тре­

угольной пирамиды, то обязательно выполняется равенство:
1) АВ + ВС =АВ + ВС 2) АС + ВВ =АВ + ВС
3)АВ + СВ = ВС+АВ 4)АС + ВВ = АВ + СВ

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. ** В пирамиде АВС В рёбра АВ, АС, ВВ, ВС равны 8. В каких слу­

чаях из указанных существует сфера, касающаяся всех рёбер пирамиды?
1) ВС = 6, АО = 9 2) ВС = 7, АВ = 9
3) ВС = 5, АО = 10 4) ВС = 5, АВ =11
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2.2. * Сфера с центром О касается в точках А и В параллельных пря­
мых т^п, лежащих в плоскости а, и центр сферы не лежит в плоскости 
ос. Какие из утверждений являются верными?

1) прямые АВ и т перпендикулярны
2) плоскость ОАВ перпендикулярна плоскости ос
3) отрезок, соединяющий середину АВ с центром О, перпендикулярен 

плоскости ОС
4) отрезок ОА перпендикулярен плоскости ОС
2.З. * Если для треугольной призмы существует сфера, которая каса­

ется всех рёбер этой призмы, то:
1) основания призмы — правильные треугольники
2) в призму можно вписать сферу
3) боковые грани призмы — квадраты
4) вокруг призмы можно описать сферу
2.4. * Точка А находится на расстоянии 7 от центра сферы радиуса 4. 

На каких из указанных расстояний от точки А не могут находиться точ­
ки сферы?

1)2 2)6 3)10 4)14

■ Мини-исследования к главе 2

Мини-исследование 4
Пусть имеется идеальный деревянный шар, радиус которого от 10 см до 

20 см. Кроме этого, имеются циркуль, линейка без делений и лист бумаги.
1. Найти, как можно построить радиус проведённой на шаре окруж­

ности.
2. Установить, как можно построить радиус данного шара.

Мини-исследование 5
Описанная сфера существует не для всякого многогранника. Пред­

лагается исследовать существование описанной сферы для некоторых 
видов многогранников.

1. Выяснить, в каких случаях вокруг призмы можно описать сферу.
2. Рассмотреть многогранники с пятью гранями, у которых две гра­

ни — треугольники, лежащие в параллельных плоскостях, а оставшие­
ся три грани — четырёхугольники, и также выяснить, при каких усло­
виях вокруг такого многогранника можно описать сферу.
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Мини-исследование 6
1. Пусть прямая а имеет со сферой 8 единственную общую точку. Как 

доказать, что прямая а является касательной к сфере 8?
2. Пусть известно, что сфера касается двух параллельных прямых. 

Где в этом случае может находиться центр сферы?
3. Пусть прямая а лежит в плоскости ос и известна ортогональная про­

екция точки Р на плоскость ос. Как в этом случае провести из точки Р 
перпендикуляр к прямой а?

Мини-исследование 7
Пусть в пространстве выбраны четыре точки А, В, С, В, не лежащие 

в одной плоскости. Соединяя эти точки отрезками АВ, ВС, СВ, АВ, по­
лучаем пространственную фигуру, которую часто называют пространст­
венным четырёхугольником.

Предлагается исследовать касание сферы со сторонами пространст­
венного четырёхугольника.

1. Показать, что если существует сфера, касающаяся всех сторон про­
странственного четырёхугольника АВСВ, то:

а) выполняется равенство АВ + СВ = ВС +АВ;
б) точки касания сторон четырёхугольника со сферой лежат в одной 

плоскости.
2. На примерах проверить, что если существует сфера, касающаяся 

сторон пространственного четырёхугольника, то существует бесконеч­
но много различных сфер, также касающихся всех сторон четырёх­
угольника.
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Глава
ПРОИЗВОДНАЯ

В этой главе мы напомним определение касательных к кривым, обобщим 
правила вычисления углового коэффициента касательной и нахождения 
мгновенной скорости при прямолинейном движении и рассмотрим понятие 
производной функции. Затем установим правила, с помощью которых мож­
но вычислять производные от функций и находить уравнения касательных 
к кривым.

■ § 1. ПРОИЗВОДНОЕ ЧИСЛО, 
ЕГО ГЕОМЕТРИЧЕСКИЙ И ФИЗИЧЕСКИЙ СМЫСЛ

1.1. Касательная к графику непрерывной функции. Если точка х0 
принадлежит области определения функции у = f(x), то точка А (х0;у0), 
где у0 = f(x^, является точкой графика этой функции.

Теорема. Пусть на плоскости кривая К является графиком непрерыв­
ной функции f(x), определённой на интервале (а;Ь). Тогда для любой 
точки А(х0;у0) кривой К, где х0 € (а; Ь), у0 = /(х0), справедливы свойства:

1) если у - у0 = к(х - х0) — уравнение касательной к графику К в точ­
ке Л(х0;і/0), где к — угловой коэффициент этой прямой, то в точке х0 су-

ществует предел функции —£2_Од, равный к',
X — х0

2) если в точке х0 существует предел функции равный к,
х —х0

то прямая с уравнением у - у0 = к(х - х0), является касательной к графи­
ку К непрерывной функции у = f(x) в точке Л(х0;і/0).

Утверждение теоремы можно сформулировать короче.
Для функции /(х), непрерывной на промежутке (а;Ь), и для любого 

числа х0 из промежутка (а; Ь):
1) если уравнение у -/(х0) = к(х - х0) является уравнением касатель­

ной к графику функции в точке А(х0;/(х0)), то Л = lim ^~~~^

Дх) - Дх0)
2) если к = lim  х-х— ’ Т° УРавнение У “/(^о) = к{х-х^ является 

уравнением касательной к графику функции в точке А(х0;/(х0)).
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Пример 1. Найдём уравнение касательной к графику функции у = — в 
точкеА(1;1). 1 х

п 7 Г /^^ /^^"о) 1 • X 1 1 • 1 ~ XПоскольку к - Ііт---------—— = ііт ——= Ііт —7--------=_1, то урав- 
х^х0 Х-Хо х^І Х-1 хчі х(х-1)

нение касательной к графику функции г/ = — в точке (1;1) имеет вид 
і/ - 1 = - (х - 1) или у = -х + 2.

Вопрос. Какое уравнение имеет касательная к параболе у = х2, прохо­
дящая через точку (-2; 4)?

1.2. ** Угловой коэффициент касательной к графику непрерыв­
ной функции. Докажем свойство 1) из теоремы пункта 1.1 в случае, ког­
да ^ > 0. Через Ір будем обозначать прямую с угловым коэффициентом р, 
проходящую через точку А.

Для произвольного положительного числа £0 выберем такое положи­
тельное число е, что е<еоиЛ-е>О. Проведём через точку А прямую 
Ік_£ с угловым коэффициентом £ - е и уравнением у ~ у0 = (к - е)(х - х0), 
а также прямую ^ + £ с угловым коэффициентом Л + е и уравнением 
у - Уо = (к + е)(х - х0). Пусть прямую к содержит пара Р£ вертикаль­
ных углов с вершиной в точке А, образованная этими прямыми. Тогда 
для любого числа т из промежутка (£-е; Не) прямая Іт с уравнением 
у - у0 = т(х - х0) содержится в той же паре Р£ вертикальных углов.

Из монотонности функции у = tgx на промежутке 10; ^ I следует, что 

угловой коэффициент т любой прямой Іт, отличной от прямых Ік_£ и Ік+е 
и содержащейся в паре Р£ вертикальных углов, принадлежит промежут­
ку (^-E; £ + е).

Из того, что Ік — касательная к кривой К, 
следует, что для пары Р£ найдётся такое положи­
тельное число г, что всякая точка В кривой К, 
лежащая внутри окружности Ог с центром в 
точке А и радиусом г, принадлежит паре Р£ вер­
тикальных углов (рис. 1), при этом паре Р£ так­
же принадлежит соответствующая прямая АВ.

Пусть теперь прямая Ік_£ с уравнением 
у - у0 = (к - е)(х - х0) пересекает окружность 
Ог в точках С1(х1;і/1) и С2(х2;у2), а прямая 
Ік+£ с уравнением у ~ у0 = (к + е)(х - х0) пе-
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Рис. 2

ресекает указанную окружность в точках 
С3(х3; у3) и С4(х4; у4) (рис. 2). Заметим, что от­
резки С\С2 и С3С4 являются диаметрами окруж­
ности Ог, поэтому из теоремы Фалеса следует, 
что |хг - х0| = |х2 - х0| и |х3 - х0| = |х4 - х0|. Обоз­
начив через 5 наименьшее из чисел |х4 - х0|, 
|х3 - х0|, |а - х0|, |Ь - х0|, получим интервал 
(х0 - 8; х0 + 8), содержащий число х0 и цели­
ком находящийся в интервале (а; Ь).

Выберем произвольное, отличное от х0, 
число х из промежутка (х0 - 8; х0 + 8). Тогда 

для точки С (х; /(х)) кривой К угловой коэффициент прямой АС равен
Д^) Д^о^ числу —% — и принадлежит промежутку (к-г; к + е). Таким образом,

, /ѴО-ДхА , Л 
к-г< “—х-х ° <^ + е • Отсюда

/(х)-/(х0) <е<е0.
По определению предела функции

/(х)-/(х0)
в точке х0 это означает,

, г Я^-Д^о) 
что к = пт----------------

X—>Хф X Хд

Похожие рассуждения можно провести в случаях к < 0 и к = 0 .
Свойство 2) из теоремы пункта 1.1 мы доказывать не будем.
Вопрос. Почему касательной к графику функции у = х2 в точке (-2; 4) 

является прямая с уравнением у = -4(х +1)?
1.3. Средняя скорость и мгновенная скорость. При равномерном 

движении с постоянной скоростью ѵ0 функция 50 расстояния до точки 
отсчёта имеет вид 8(0 = ѵ0'і + 80, где 80 — расстояние до точки отсчёта 
в начальный момент ^ = 0. Для вычисления скорости равномерного дви­
жения можно взять любой промежуток времени [Д; /2] и разделить путь, 
пройденный за это время, на величину промежутка времени:

Ж)-Ж)

Пусть теперь движение по прямолинейному участку пути является 
неравномерным. В этом случае средняя скорость движения на проме-

л Ж)-Ж)жутке Рр ^], где Д < ^2, вычисляется как отношение  у—^-— •
'2 Ч
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Зафиксируем число ^0 из [^; £2]. В случае, когда существует предел 
г -ЭД-Ж)Ііт---- ---------- , его значение ѵ0 называют мгновенной скоростью или

скоростью движения в момент времени і0.
Заметим, что при равномерном прямолинейном движении мгновен­

ная скорость совпадает со скоростью равномерного прямолинейного дви­
жения и со средней скоростью движения.

Вопрос. Какую мгновенную скорость будет иметь тело через 5 се­
кунд после начала движения, если закон движения задаётся формулой 
5(0 = 50 + ѵоі -I—у, где время і измеряется в секундах, 50 = 8 м, 

и0 = -4 м/с, а = 10 м/с2?
1.4. Производное число функции в точке. Сформулируем теперь 

определение.
Пусть функция Дх) определена на промежутке Рив точке х0 этого 

і Дх)~Дх0) промежутка существует предел функции -—----- • Тогда этот предел

называют производным числом функции Дх) в точке х0.
Производное число функции Дх) в точке х0 обозначают через/'(х0).
тт /(%) —У^^о)
Иногда разность х - х0 в знаменателе отношения —называ­

ют приращением аргумента, а разностьДх) ~Дх0) в числителе этого от­
ношения — соответствующим приращением функцииДх).

Производное число функции Дх) в точке х0 есть предел отношения 
приращения функции к приращению аргумента, когда приращение ар­
гумента стремится к нулю.

По традиции приращение аргумента часто обозначают символом Ах, 
а соответствующее приращение функции у = Дх) — символом Ау (А — за­
главная греческая буква «дельта»). Поэтому определение производного 
числа в точке а можно переписать следующим образом:

,,, і г ЛХ*“Ж) ,. Ж+^)-Ж) ,. ду г Д/
/ (хп) = Ііт —т^г^— = Ііт —- ------ г------------ -  = ііт -— = Ііт —.

>х0 х Хр Дх—>0 Ах Дх—>0 Ах дх—>0 Ах

Пример 2. Вычислим производное число функции Дх) = 2х + 1 в точ­
ке 3.

Возьмём х ^ 3. Тогда х - 3 будет приращением аргумента, а/(х) -/(3) = 
= 2(х - 3) — соответствующим приращением функции. Поэтому

Л3)= Ііт ^^ = 2.
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Пример 3. Вычислим производное число в точке 0 функции/(х) = Х'^Х, 
определённой на промежутке [0; ~).

/(х)-/(0) х-^х г
Если х У= 0, то------ ^Гп----=--------= Ух. Поэтому справедливы соотно-

шения/'(0) = Ііт——= Ііт — ^ = Ііт ^х = 0, то есть/'(0) - 0.

Из теоремы пункта 1.1 следует, что для функции /(х), непрерыв­
ной на некотором промежутке, для любого числа х0 из этого промежут­
ка, в котором функция имеет производное число, уравнение у -/(х0) = 
-/Чх0) • (х - х0) является уравнением касательной к графику функции в 
точке А(х0; /(х0)).

Вопрос. Чему равно производное число функции /(х) = Ѵх в точке 
х0 = 4?

1.5. * Об отсутствии производного числа функции. Функция 
/(и) = \и\ является непрерывной в каждой точке числовой оси, но в нуле
не имеет производного числа.

Действительно, возьмём и ^ 0. Тогда и - 0 = и есть приращение аргу­
мента,/(и) -/(0) = |и| - |0| = |и| есть соответствующее приращение функ­

ции. Поэтому g(u) =
/(u)-/(0) _ М _ [1, если и > 0, 

ц-0 ~ и |-1, если и < 0.

Поскольку получившаяся функция g(u) не имеет предела при и -э 0, 
то и функция /(и) = |п| не имеет производного числа в точке 0.

Вопрос. Имеет ли функция /(х) = х2 - 2|х| производное число в точке 
а = -1?

■ Контрольные вопросы и задания

1. Как определяется производное число функции /(х) в данной точ­
ке а?

2. Как определяется касательная к графику функции/(х) = х2 в задан­
ной точке (а;/(а))?

3. Какой геометрический смысл имеет производное число функции 
/(х) в точке а?

4. Какой физический смысл имеет производное число функции /(х) в 
точке а?

5. * Выведите уравнение касательной к графику функции /(х) при 
х = а, зная значение производного числа /'(а).
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Задачи и упражнения ■

1 . Вычислите угловой коэффициент касательной к графику функции 
у = х2 при х = 1.

2 . В какой точке касательная к графику функции f(x) параллельна 
прямой у = х?

3 . Вычислите приращение функции г/ = ^ в точке а, зная приращение 

аргумента Ах.
4 .* В какой точке приращение функции у = х4 положительно при лю­

бом приращении аргумента Ах?
5 . Точка движется прямолинейно по закону S(t) = 2t2 - £ + 1, где 8 — 

расстояние в сантиметрах, t — время в секундах. В какой момент време­
ни t0 мгновенная скорость будет равна 3 см/с?

6 . Вычислите производное число функции/(х) в указанной точке а:

a)f(x) = х2 - х2, а = 0; б)/(х) = —, а = 2;
в)*/(х) = хп, а-р, если ne N.
7 . Найдите тангенс угла наклона касательной к графику функции 

/(х) в указанной точке А:
а) Л X) = X4, А( 1 ; 1 ); б)/(х) = Ѵг7, А( 2 ; 2 ).
8 .**Найдите, под какими углами график функции/(х) пересекает ось 

абсцисс, то есть какие углы с осью абсцисс образуют касательные к гра­
фику, проведённые в точках пересечения графика с осью абсцисс:

а)/(х) = х2-1; б)/(х) = Ѵх - 1; в)/(х) = х3 + 1.
9 . Найдите уравнение касательной к графику функции /(х) в точке с 

указанной абсциссой а:
a)f(x) = x2, а = -1; б)/(х) =п = 1;

в)/(х) = 2Ѵх, п = 1; г)/(х) = і, а = 4.
ух

10 .** Покажите, что если S(x) есть площадь круга радиуса х, то S'(x) 
равняется длине окружности радиуса х.

11 .** Пусть Ѵ(х) есть объём шара радиуса х. Покажите, что Ѵ'(х ) рав­
няется площади поверхности этого шара.

12 .** Пусть температура тела T(t) в зависимости от времени t убывает

по закону T(t) = ppp Вычислите скорость охлаждения тела T'(t).
13 .** Пусть m(t) = t2 + 3t — количество вещества, образовавшегося 

при химической реакции за промежуток времени t. Вычислите скорость 
химической реакции m\t0) в момент времени t0.
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14 .** Зная закон движения точки по прямой S(t) = t - sin t, найдите 
скорость этой точки в каждый момент времени.

■ Тесты
Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Чему равно производное число функцииДх) = х3(х - 2) в точке 1?
1)-2 2)-1 3)1 4)2
1.2. В какой точке приращение функции у = х2 положительно при лю­

бом приращении аргумента Ах?
1)-3 2)0 3) 1 4)2
1.З. * Какая из указанных функций /(х) имеет касательную к графи­

ку в точке х = 0?
1)/(х) = |х| 2)/(х) = дИ 3)/(х) = |х| ’ х 4)/(х) = -|х|
1.4. Какая из прямых является касательной к графику функции у = х2 

в точке а = 1?
1)7 = 2х-1 2)у = 2х 3)^ = 2х+1 4)г/ = 2х + 2

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. * Для каких функций для каждого значения х существует произ­

водное число этой функции?
1)/(х) = х-|х| 2)/(х) = |х|
3)/(х) = (х-1)|х| 4)/(х) = (х-1)|х-1|
2.2. Какие из указанных прямых имеют угловой коэффициент, рав­

ный 2?
1)і/ = 3 + 2х 2)г/ = 4-2х 3)і/ = 5 + 2х 4)і/ = 6-2х
2.3. Какие из производных чисел функции/(х) = х3 вычислены верно?
1) /'(-1) = 3 2) /'(-2) = -8 3) /'(-3) = 27 4) /'(-4) = 48
2.4. Какие из указанных функций не имеют производного числа в 

нуле?
1)у = ^\х\ 2)у = ^ 3)у = ^ 4)г/ = \рі

■ § 2. ОСНОВНЫЕ ПРАВИЛА 
ВЫЧИСЛЕНИЯ ПРОИЗВОДНОЙ

2.1. Производная функции. Для функции /(х), определённой на 
промежутке М, рассмотрим множество Мо всех таких точек промежут­
ка М, что в каждой точке х0 из Мо существует производное число/'(х0).

■ 74



§ 2. Основные правила вычисления производной ■

В результате на множестве Мо определена новая функция, которую на­
зовём производной функцией функции Дх). Обозначим эту новую функ­
цию через/'(х).

Кратко будем говорить, что Д(х) — это производная функции Дх), или 
производная от/(х), или производная для /(х). Производное число функ­
ции /(х) в точке х0 — это значение производнойД(х) в точке х0. Иногда в 
этом случае также говорят, что функцияДх) дифференцируема в точке х0.

Пример 1. Пусть для фиксированного числа с на множестве всех 
действительных чисел R определена функция Дх) = с. Тогда при каждом 
действительном значении х0 имеем/'(х0)= 0- Поэтому/'(х) = 0.

Вопрос. На каком множестве действительных чисел существует про­
изводная функцииДх) = X • |х|?

2.2. Производные элементарных функций. Рассмотрим несколько 
примеров.

Пример 2. Найдём производную определённой на множестве всех 
действительных чисел R функции Дх) = х. Установим, что/'(х) = 1.

х ~ иДействительно,/'(а) = Ііш _ = 1 при любом ае R. 
х-^а х а

Пример 3. Найдём производную определённой на множестве всех 
действительных чисел R функцииДх) = х2. Установим, что/'(х) = 2х.

Действительно, в любой точке х производное число
/'(х) = Ііт = 1іт 2гАх+Ы = 1іт (2х + (Дх)) = 2х

ЛхчО Ах Дх^О Ах Дх^О

Пример 4. Вычислим производную функции Дх) ~~с= я"1, определён­
ной на множестве всех ненулевых действительных чисел. Установим, что

X
Действительно, 

1 1
!. х + Ах х .. - Ах ,. 1 1
Ііт -------- ;---------- = Ііт --- ----------- -------------- - Ііт -- ----------- -— =----- - .
Лх->0 Дх Дх^° (х + Ах)-Х’Ах (х + Ах) • X х2
Пример 5. Особое место в математике занимает число Эйлера е, которое 

можно определить как предел 1іт(1 + ^ + ^ + ... + ^ и как предел

/ 1VІіт И— . Число е — иррациональное. Выпишем это число, указав пер- п—>о°\ П)
вые 15 десятичных знаков после запятой числа Эйлера: 
2,718281828459045. Для функции/(х) = ех её производная/'(х) совпада-
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ет с функцией /(х) = ех. Для производной логарифмической функции с 
основанием е, то есть/(х) = 1п х = loge х, при положительных значениях х 
выполняется равенство/'(х) =

Приведём таблицу основных элементарных функций и их производ­
ных, и в каждом случае укажем множество М тех значений аргумента, 
при которых производная существует.

Таблица производных

/(*) /'(х) М

с 0 при всех X

Хп, ПЕ N пхп^ при всех X

хк,кЕ Z,^<0 кхк~г при х 4 0

ха, а е В, а ^ 7, а > 1 ах"-1 при х > 0
х^ые R, а<і^,а<1 ах“-1 при х > 0

8ІПХ созх при всех X
созх -зіпх при всех X

tgx 1 9 сое X
тспри х^ — 4- лку кЕ 7

ех ех при всех X
ах ах ■ Іпа при всех X

Іпх 1 
X при х > 0

4 х
1

х- Іпа при х > 0

агсзіпх 1 
^1~Х2 при -1 < X < 1

агссоэх ^1-х2 при -1 < X < 1

arctgx 1 
14-х2 при всех X

Вопрос. Как доказать, что (х3)' = Зх2?
2.3. Производная суммы функций. Справедливо следующее прави­

ло для вычисления производных функций.
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Пусть для функций /(х) и ^(х) определены производные в точке а. 
Тогда сумма функций /(х) + ^(х) имеет производную в точке а, и произ­
водная суммы функций равна сумме производных этих функций:

(Г + ёШ=/Ха) + ё'(а).
Если не предполагать существования производных функций /(х) 

и g(x), то может оказаться, что для суммы двух функций производная 
существует, но для каждого из слагаемых это не так.

Пример 6. Пусть/(х) = |х|, ^(х) = -|х|. Тогда для любого действитель­
ного числа а справедливо равенство /(а) + g(a) = 0, и для любого действи­
тельного числа а справедливо равенство (/ + g)'(a) = 0. В то же время, 
как было показано в пункте 1.5, в точке 0 для функции/(х) = |х| произ­
водное число не существует. Отсюда следует, что и для функции ^(х) = -|х| 
в точке 0 производное число также не существует.

Вопрос. Как показать, что если функции /(х) и ^(х) таковы, что 
существуют производные для функций /(х) и /(х) + g(x), то существует 
производная функции g(x)?

2.4. Производная произведения функции на число. Справедливо 
также следующее правило.

Пусть с — число и для функции /(х) определена производная /'(а) 
в точке а. Тогда функция g(x) = с-/(х) имеет производную в точке а, и

ё'(а) = С’/'(а).
„ А(с-/(х)) Действительно, из соотношении ———

с - А(/(х)) 
Ах

с • /(х + Ах) - с • /(х) 
Ах

с---- т----- следует, что если существует предел /'(X) =

= 11Ш —, ТО 11Ш------т-------- = с • ІШ1 —г—-
Дх^О Ах Дх^О Ах Дх-»0 Ах = С‘/'(х).

Это правило можно сформулировать следующим образом:
производная произведения функции /(х) на постоянное число с рав­

на произведению производной функции/(х) на число с.
Вопрос. Как показать, что если на множестве М существует произ­

водная /'(х) функции /(х), то на М существует производная g'(x) функ­
ции g(x) = х -/(х) и выполняется равенство g'(x) = х */'(х) + /(х)?

2.5. ** Непрерывность функции в точке при наличии в той же точ­
ке производной этой функции. При вычислении производных иногда 
используется следующее утверждение.
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■ Глава 3. Производная

Если функция Дх) имеет производную в точке а, то Дх) непрерывна 
в этой точке.

Из определения производной функции Дх) в точке а следует, что 
Дх) - Да)

/ (а) = Ит------ —------ . Поэтому для всякого положительного числа £ су- 
х—>а х а

ществует такое положительное число 5, что из неравенства |х - а| < 8 сле-

дует неравенство
Дх)- Да) 

х-а
Обозначим разность Ііш

х-^а

Д{а) < є.
Дх) - Да)

х-а - /'(а) через а(х). Тогда если

\х-а\< 5, то |а(х)| < е, и, таким образом,
Нт а(х) = 0.
х-^а

По определению а(х) имеет место формула
Дх) =Да) +Д(а) • (х - а) + а(х) -(х-а). (1)

Формула (1) называется формулой линейного приближения диффе­
ренцируемой функции Дх). Формула линейного приближения озна­
чает, что функция Дх) тем точнее приближается линейной функцией 
у=/ (а) + /'(а) • (х-а), чем ближе точка х к точке а.

Из формулы линейного приближения легко вывести непрерывность 
функции Дх) в точке а. В самом деле, по теореме об арифметических 
свойствах пределов функций (пункт 1.8 главы 1):

Пт Дх) = Ит (/(а) + /'(а) *(х-а) + а(х) • (х-а)) =
х-^а х—ьа

=Да) + /'(а) • Ит(х-а) + Нт а(х) • Ит(х-а) = 
х—>а х^>а х^а

=Да) +/'(а)-0 + 0-0=/(а). 
х—>а х—>а

Следовательно, Ит Дх) = Да). Но это в точности означает, что функ­

ция Дх) непрерывна в точке а.
Вопрос. Какой из рассмотренных ранее примеров показывает, что 

функция может быть непрерывной в точке, но не иметь в этой точке про­
изводного числа?

2.6. Производные произведения и частного двух функций.
Если функции Дх) и £(х) имеют производные в точке а, то функция 

Дх) * ё(х) также имеет производную в точке а, причём
(Дх) • «а) =Д(а) • ё(а) +Да) ё'(а).

Это утверждение называют правилом вычисления производной произве­
дения, а соответствующую формулу часто записывают в следующем виде:
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§ 2. Основные правила вычисления производной ■

(/(х) • g(x)Y =f\x) • g(x) +f(x) • g'(x).
Такая запись означает, что правило вычисления производной произве­

дения относится к любой точке х = а, в которой существуют/'(х) и ^'(х).
Пример 7. Установив, что (х)' = 1, (х2)' = 2х, можно вычислить произ­

водную от х3 следующим образом:
(х3)' = (х2 • х)' = (х2)' • х + х • (х)' = 2х • х + х2 • 1 = Зх2.

Пусть функции/(х), ^(х) имеют производные в точке а и g(a) ^ 0. Тог-

да функция Дх) 
g(x)

также имеет производную в точке а, причём

- f'(a)'g(a)~f(a)g'(a)
\g^)] {а) (g(a))2

Это утверждение называют правилом вычисления производной част­
ного и кратко записывают в следующем виде:

/Дх) j' = f\x)-g(x)-f(x)-g'(x) 
Шх)/ g2(x)

Пример 8.
,, /sinxV (sin х)'• cos х - sin х • (cos х)' cos2 X + sin2 X 1
(t^X) — I I — о ~ 2 ~ 2 •\COSX/ COS X COS X COS X
Мы не будем доказывать правила вычисления производной произве­

дения и частного функций. 1
Вопрос. По какой формуле находится производная функции вида

Контрольные вопросы и задания ■

1. Выпишите производные функций, задаваемых выражениями ха, 
8ІПХ, СОЗХ, tgX.

2. Выпишите производные функций, задаваемых выражениями ех, 
ах, Іпх, logax.

3. Выпишите производные функций, задаваемых выражениями 
агсзіпх, агссозх, arctgx.

4. Сформулируйте правило вычисления производной от суммы двух 
функций и от произведения функции на число.

5. ** Докажите, что если функция Дх) имеет производную в точке а, 
то она непрерывна в этой точке.

6. * Всегда ли непрерывная функция имеет производную?
7. Сформулируйте правило вычисления производной произведения 

двух функций.
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■ Глава 3. Производная

8. Сформулируйте правило вычисления производной частного двух 
функций.

1. Найдите производную функции, заданной выражением:

■ Задачи и упражнения

а) 10х;
д) Ѵх;

б)^х; в)ех; г)1пх;
е)х^; ё) хе; ж) ;і;

\ X

з) 1п Ѵх; и) Зх-3; й) х5 - Зх2 + 2х - 1; к) 3х;

л) эіпх - соэх; м) н) + Ѵх3; о) — + arctg х;
Чх хух х

п) агсвіп х - агссоз х.
2.** Найдите, в каких точках непрерывна функция

х, если х рационально,
-х, если х иррационально.

Имеет ли эта функция производную в какой-либо точке?
3. Найдите производную произведения:
а) Ѵх(2х - 1);
г) эіпх • со8х;

б)х1пх; в) хех;
д) х эіпх.

4. Найдите производную частного:
. СО5Х. 

віп X ’
ч 1п2х

г) X =

-. х - 1 . Іпх
б) г ; в) ;

ѵ X — 1 .1-х
д)х + 1; е) X •

5.* Найдите производную функции, заданной выражением:
а) віп2х; б) (1п х)-1; в) соэ2х; г) 1п Зх.
6. Найдите уравнение касательной, проведённой к графику функ­

ции і/ = 1п х в точке пересечения графика с осью Ох.
7. Найдите уравнение касательной к графику функции і/ = 1п х в точ­

ке с абсциссой а = е, где е — это число Эйлера.
8. Найдите уравнение касательной, проведённой к графику функции 

у = агсі£х в точке пересечения графика с осью Оу.

■ Тесты

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. При каком значении переменной х касательная к графику функ­

ции у = х2 параллельна прямой у = 4х - 1?
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§ 2. Основные правила вычисления производной ■

1)-2 2)0 3)1
1.2. Какую производную имеет функция/(х) = Ѵ?х

4)2

1.3. Укажите уравнение касательной к графику функции у = Іпх в 
. - 1точке с абсциссой х =

1)і/ = 2х + 1 2) г/= х + 2
3) і/ = 2х - In 2 + 1 4) і/ = 2х - In 2 - 1

1.4. Чему равна производная функции вида —--9 
/(X)-

f (х)} Ях) 3) /2(Х) 4) лад
/2(х)

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Выберите правильные утверждения
1) наличие производной функции в точке гарантирует, что в этой точ­

ке имеется касательная к графику функции
2) наличие касательной к графику функции в точке гарантирует, что 

в этой точке имеется производное число функции
3) у всякой непрерывной в точке функции есть производное число в 

этой точке
4) наличие мгновенной скорости тела в некоторый момент времени га­

рантирует существование значения производной в этот момент для фун­
кции, определяющей закон движения

2.2. Выберите функции, касательные к графикам которых при х = 1 
параллельны прямой у -Зх - 10.

l)t/ = x3 2)y = 3^fx
3) у = х2 + х + 1 4) у = 2у[х^
2.3. Выберите верно вычисленные производные.
1)(ех2)' = 2ех 2)(2хе)' = 2ех

3) (ех27 = гех26"1 4) (х2е)' = гех2^1
2.4. Какие из производных вычислены верно?
1)|4-|’ = — 2)(tgx)' = ^-

\sinx/ COSX COS X
3)|—I =-J— 4) (ctg x)'=

\COSX/ Sinx sin X
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■ Глава 3. Производная

■ § 3. ПРОИЗВОДНАЯ СЛОЖНОЙ ФУНКЦИИ

3.1. Формула производной сложной функции. Иногда, взяв 
две функции /(г) и ^(х), можно образовать сложную функцию 
к(х) = /(^(х)), так что при вычислении значения Л(х) в точке а сначала 
вычисляется значение функции ^(х) в точке а, и затем вычисляется зна­
чение функции /(г) в точке g(a). Используя значения а и g(a), сформули­
руем правило вычисления производной сложной функции.

Пусть функция g(x) имеет производную в точке а, функция /(г) имеет 
производную в точке g(a). Тогда функция к(х) = /(^(х)) имеет производ-
ную в точке а и

h'(a)=f'(g(a))g'(a).

Зх - при х = а.

Зх--г = sin(g(x)), где g(x) = 3х--г. Поэтому нужно вы-

числить значение g (х) в точке а и значение (sin г) в точке b = g(a) = За- т- .
I Л|Из равенств ^ (х)= Зх -d =3, (sin г) = cos z следуют равенства g (а) = 3,

і Л ’. Следовательно, h (a) = 3cos 3a - 7г

Кратко вычисления можно записать так:

3 = 3cos За -1

Вопрос. По какому правилу можно вычислить производную функции 
^(ф(х))) в точке а, используя производные функций/(0, g(2), ф(х)?

3.2. ** Частный случай формулы производной сложной функ­
ции. В том случае, когда у сложной функции к(х) = f(g(x)) функция g(x) 
строго монотонна, правило вычисления производной сложной функции 
можно доказать следующим образом.

Пусть lim = ё\а) и lim ^^4^- =f'(b), где b = g(a). В силу
х—>а X и z^b 2 О

монотонности g(x) - g (а)* 0 при х* а. Поэтому
Um /(g(x))-/(g(a)) = Ит (f(g(x))-f(g(a)) g(x)-g(a)j 
х^а х-а х-^а I g(x)-g(a) х-а I

= Ит »ЬШ • 1іт ^"^ = 
х—>а ^(х) - g(a) х—>а х а

=1ітж^ж.1іт
z^b 2 О х—>а

g(x)-g(a) 
х-а J 7 ѵ 7
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§ 3. Производная сложной функции ■

Доказательство правила вычисления производной сложной функции 
в общем случае мы не приводим.

Вопрос. Как в приведённом доказательстве использовалось свойство 
монотонности функции ^(х)?

3.3. Другая запись формулы для производной сложной функ­
ции. Иногда правило вычисления производной сложной функции запи­
сывают в следующем виде:

/№))' =/' (g(x))^g'(x).
При этом предполагается, что значение производной функции /(^(х)) 

вычисляется в точке х; производная функции /(г) вычисляется по пе­
ременной г, а затем вместо г подставляется g(x), производная функции 
g(x) вычисляется в точке X.

Пример 2. (х“)' = (еа1пх)' = (ег)'(а 1п х) • (ос 1п х)' = еаіпх ’ “ - а х“’1-

Вопрос. Как из равенства (ех)' = ех вывести, что (ах)' = аг•1п а?

Контрольные вопросы и задания ■

1 . Сформулируйте правило вычисления производной сложной функ­
ции.

2 .** Докажите правило вычисления производной функции 
^х) =/^(х)) в предположении, что функция g(x) строго монотонна.

Задачи и упражнения ■

1. Найдите производную функции, заданной выражением:
а) 1п 5х; б) 1п2 х; в) зіп Зх;

г) tg(x2 - 1); д) ^2х + 3; е) е8Іпх;

ё) агссоэ 2х; ж) ^9х2 - 16; з) tg2 х;

и) tg2x + ctg2x; й) Іп^эіпх; к) Ѵ1п(х2).
2 .* Существует ли такое значение переменной х, что значение про- 

. 2
изводной от функции /(х) =---- —— совпадает со значением функции 
^(х) = СО82Х?

3 . При каких значениях переменной х касательная к графику функ­
ции у = сое2 х совпадает с касательной к графику этой функции в точке О?

4 .* Изобразите графики функций у = 1п х, у = 1п 2х, с/ = 1п Зх и пока­
жите, что для каждой из этих функций касательная, проведённая через
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■ Глава 3. Производная

точку пересечения графика соответствующей функции с прямой х = 1, 
образует угол в 45° с этой прямой.

5 .** Предполагая существование производной и пользуясь правилом 
вычисления производной сложной функции, найдите производную фун­
кции:

а)/(х) = агсэіпх; б)/(х) = агссоэх; в)/(х) = arctgx.

■ Тесты

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
іи2 х1.1. Сколько имеется точек, в которых производная функции--  

обращается в нуль?
1) 1 2)2 3)3 4) больше 3
1.2. Укажите уравнение касательной к графику функции 1п2 х в точке 

с абсциссой 1.
1)і/ = х 2)і/ = х-1 3)і/ = 1 4)і/ = 0
1.3. Чему равна производная функции вида 1п/(х)?
п/'м+ях) 2)^ з)^ ■інгФЛх)

1.4. Чему равняется производная функции вида 1п(х )?х

1)1пх+1 2)х-1пх 3)— 4)т^
7 ' X Ш X

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Какое из выражений является производной функции у = ^пх^ ? 

х
. . XДвіпх) - /(віпх) СО8хД(зІПХ) -Дзіпх)

х2 х2
х cosx/z(sinx) - /(sinx) 

x2
.4 х cosx/z(sinx) + /(sinx) 

х2
2.2. Для каких из указанных функций производная равна sin 2х?
1)/(х) - 2sin2x 2)/(х) = sin2x + 1

3)/(х) = 2 + 2sin2x 4)/(х) = sin2x + 2
2.3. Пусть/(х) = х2; g(x) = Ѵх. Укажите верные равенства при всех поло­

жительных значениях х.
D№) + g(x))' = 2x + /j 2)(Ях)я(х))' = 5х4
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Мини-исследования к главе 3 ■

МЙО 4№МГ = 1

2.4. Пусть /(х) = х2; ^(х) = х3. Укажите верные равенства при всех 
действительных значениях х.

1) (/(х) + ^(х))' = Зх + 2х2 2) (/(х) • ^(х))' = 5х4

3)К1 = ? 4) №(х))'= 6х5

Мини-исследования к главе 3 ■

Мини-исследование 8
Как известно, из каждой точки, лежащей вне окружности, к ней 

можно провести две касательных. Выяснить, существует ли такая 
замкнутая плоская фигура, что из любой точки, лежащей вне этой фи­
гуры, к ней можно было бы провести три или более касательных.

Подсказка: ромашка.

Мини-исследование 9
Выяснить, имеются ли точки, в которых дифференцируема фун­

кция
дх^ _ р если х — рационально и равно ^ (дробь несократима), 

[ 0, если х — иррационально.

Мини-исследование 10
Что можно сказать о дифференцируемости функции Л(х) = /(^(х)) в дан­

ной точке х-а, если:
а) функция/(х) имеет производную в точке Ь = g(a), а функция ^(х) не 

имеет производной в точке х = а;
б) функцияДх) не имеет производной в точке Ъ = g(a), а функция g(x) 

имеет производную в точке х = а;
в) функция /(х) не имеет производной в точке Ь = g(a) и функция ^(х) 

не имеет производной в точке х = а?
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КООРДИНАТЫ И ВЕКТОРЫ В ПРОСТРАНСТВЕ

В начале этой главы мы рассмотрим основные принципы изображения точек 
пространства с помощью ортогональных проекций на две взаимно перпен­
дикулярные плоскости и введём прямоугольную систему координат. Затем 
рассмотрим связанные и свободные векторы пространства, операции сло­
жения, вычитания векторов и умножения вектора на число. Будут определе­
ны коллинеарность и компланарность векторов и доказана теорема о разло­
жении векторов пространства по трём некомпланарным векторам.

■ § 1. ИЗОБРАЖЕНИЕ ФИГУР С ПОМОЩЬЮ ПРОЕКЦИЙ

1.1. Проекции на две взаимно перпендикулярные плоскости. 
Перпендикулярная проекция точки на плоскость не даёт возможности 
однозначно восстановить положение этой точки в пространстве, потому 
что различные точки могут иметь одну и ту же проекцию. Например, 
все точки отрезка АВ, перпендикулярного плоскости а, проектируются 
в одну точку (рис. 1).

Рассмотрим теперь две взаимно перпендикулярные плоскости проек­
ций а и Р, пересекающиеся по прямой а. Для каждой точки А пространст­
ва можно рассмотреть две её проекции: проекцию А^ на плоскость а и 
проекцию А2 на плоскость Р (рис. 2). Точки А, Аѵ А2 лежат в одной плос­
кости, которая перпендикулярна прямой а. Поэтому для построения 
проекций точки А рассмотрим плоскость у, проходящую через точку А и 
перпендикулярную прямой а (рис. 3). Плоскость у пересекает плоскости 
ос и Р по перпендикулярным прямым тип. Опустив перпендикуляр АА1
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на прямую т и перпендикуляр АА2 на прямую п, мы получим проекции 
точки А на плоскости аир.

Вопрос. Какие проекции на плоскости аир имеет точка плоскости а?
1.2. * Однозначность определения точки по её проекциям. По 

проекциям А1 и А2 на две взаимно перпендикулярные плоскости а и Р 
положение соответствующей точки А в пространстве определяется од­
нозначно. Действительно, через точкуА1 можно провести единственную 
прямую а, перпендикулярную плоскости а, а через точку А2 — един­
ственную прямую Ь, перпендикулярную плоскости р. Прямые а и Ь 
лежат в одной плоскости и не параллельны (рис. 4). Единственная точ­
ка пересечения прямых аиЬ является той точкой пространства, которая 
проектируется в точки Ах и А2 плоскостей а и Р соответственно.

Любая точка В пространства, отличная от точки А, не принадлежит 
хотя бы одной из прямых а и Ь, и поэтому хотя бы одна из перпендику­
лярных проекций точки В не совпадёт с какой-то из точек Аг или А2. 
Другими словами, пары проекций двух различных точек пространства 
не совпадают.

Вопрос. Пусть точка А не лежит ни в од­
ной из плоскостей аир. Как доказать, что 
точка А и её проекции на плоскости а и Р ле­
жат в плоскости, перпендикулярной прямой I 
пересечения плоскостей аир?

1.3. Горизонтальная, вертикальная 
плоскости проекций, ось проекций. Рас­
сматривая проекции точек на две взаим­
но перпендикулярные плоскости аир, для 
удобства одну из этих плоскостей называют 
горизонтальной плоскостью проекций, а вто­
рую — вертикальной плоскостью проекций. 
Проекцию точки на горизонтальную плос­
кость будем называть горизонтальной про­
екцией точки, на вертикальную плоскость — 
вертикальной проекцией точки.

Линию I пересечения плоскостей а и Р на­
зывают осью проекций. Для практических 
потребностей достаточно рассматривать про­
екции точек только одной из частей пространс­
тва, которую ограничивают плоскости аир 
(рис. 5). В этом случае каждая точка проекти-

Рис. 4

Рис. 5
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руется на полуплоскости с границей I, и эти 
полуплоскости можно изобразить на одном 
листе бумаги (рис. 6). Развёрнутый на один 
лист бумаги рисунок проекций точек на две 
перпендикулярные полуплоскости называют 
эпюром.

На эпюре проекции каждой точки про­
странства расположены на одном перпен­
дикуляре к оси проекций. Вертикальная 
проекция точки изображается в верхней по-

Рис. 7

луплоскости эпюра, горизонтальная проек­
ция точки — в нижней полуплоскости эпюра.

Вопрос. Как в пространстве расположена 
точка, если обе её проекции совпадают?

1.4. Проекция отрезка на эпюре. На­
помним, что при проектировании отрезок 
переходит либо в отрезок, либо в точку. По­
этому на эпюре каждый отрезок простран­
ства изображается либо двумя отрезками, 
либо отрезком и точкой. По изображениям 
проекций отрезка на эпюре можно наглядно 
представить положение этого отрезка в про­
странстве и произвести некоторые числен­
ные расчёты.

Пример 1. На рис. 7 даны проекции от­
резка АВ и известно, что А2Е = 1, В2Е = 3, 
АгЕ = 3, В^Е = 2, ЕЕ = 4. Вычислить длину от­
резка АВ.

Рассмотрим рис. 8, на котором изображён 
отрезок АВ и его проекции. Тогда АА1ЕА2 и 
ВВ1ЕВ2 — прямоугольники, плоскости кото­
рых перпендикулярны оси I. Отсюда следует, 
что четырёхугольники А1ЕЕВ1 иА1АВВ1 — пря­

моугольные трапеции. Поэтому А^В2 = (А^ - В^)2 + ЕЕ2 = 1 + 16=17, отку­
да АВ2 = (ВВ1 -АА^2 +А^ = (В2Е -А2Е)2 +АгВ2 = 4 + 17 = 21.

Следовательно, АВ = Ѵ21.
Вопрос. На эпюре одной из проекций отрезка является точка. Как по 

эпюру найти длину этого отрезка?
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1.5. Определение по эпюру пересече­
ния отрезков. По эпюру можно определить, 
пересекаются два отрезка в пространстве или 
нет.

Пример 2. На рис. 9 даны проекции двух от­
резков АВ и СВ. Их горизонтальные проекции 
АгВр и С1В1 пересекаются в точке Рѵ а верти­
кальные проекции А2В2 и С2В2 пересекаются в 
точке Р2. При этом точки Р1 и Р2 лежат на од­
ном перпендикуляре к оси проекций. Следова­
тельно, точки Рр и Р2 являются проекциями 
одной точки Р пространства. Точка Р лежит на 
отрезке АВ, так как её проекции лежат на проекци­
ях отрезка АВ. Аналогично точка Р лежит на отрезке СВ, так как её проек­
ции лежат на проекциях отрезка СВ. Следовательно, Р — точка пересече­
ния отрезков АВ и СВ.

Вопрос. Как по изображениям двух отрезков определить, пересекают­
ся ли прямые, проходящие через эти отрезки, или нет?

1.6. Достраивание проекции точки по проекциям других точек. 
Рассмотрим три точки А, В, С пространства, не лежащие на одной пря­
мой. Пусть на эпюре их горизонтальные проекции Ар Вр Сг не лежат на 
одной прямой и их вертикальные проекции А2, В2, С2 также не лежат на 
одной прямой. В этом случае по горизонтальной проекции каждой точ­
ки М плоскости АВС однозначно восстанавливается вертикальная про­
екция точки М.

Пример 3. На рис. 10 даны горизонталь­
ная проекция плоского четырёхугольника 
АВСВ и вертикальные проекции вершин А, 
В, С. Построить вертикальную проекцию 
точки В.

Точке Р пересечения диагоналей АС и 
ВВ соответствует в горизонтальной проек­
ции точка Р1 пересечения А1СР и В1Вр и эту 
точку можно построить (см. рис. 10). Тогда 
вертикальная проекция Р2 точки Р, с одной 
стороны, должна находиться с точкой Рх на 
одном перпендикуляре к оси проекции, а с 
другой стороны, должна находиться на от­
резке А2С2. Следовательно, точку Р2 можно Рис. 10
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построить (рис. 11). Но тогда вертикальную проекцию П2 точки В мож­
но также построить, так как точка П2 должна находиться и на прямой 
В2Р2, и с точкой Вх на одном перпендикуляре к оси проекций (рис. 12).

Вопрос. Как по изображениям на эпюре трёх соседних вершин пра­
вильного шестиугольника построить изображение всего шестиуголь­
ника?

1.7. * Проекции многоугольников, расположенных в плоскости, 
перпендикулярной оси проекции. В том случае, когда на эпюре вер-
тикальная и горизонтальная проекции плоского многоугольника имеют
вид многоугольников, по эпюру восстанавливается вид самого много­
угольника. Однако если многоугольник расположен в плоскости, перпен­
дикулярной оси проекций, то вертикальной и горизонтальной проек­
циями многоугольника будут отрезки. При этом проекции различных
многоугольников могут выглядеть одинаково.

А

С2< 
в2\

Р

А
Q • а

Рис. 14

Например, на рис. 13 можно видеть, что проекциями 
треугольника ABD, лежащего в плоскости, перпендику­
лярной прямой а, являются отрезки EF и GH. Эти же от­
резки являются, например, проекциями и треугольника 
BCD, который не совпадает с треугольником ABD. По­
этому без указания проекций вершин невозможно вос­
становить вид проектируемого многоугольника.

Вопрос. На рис. 14 отмечены вертикальные и гори­
зонтальные проекции вершин треугольника АВС. Как 
в пространстве расположен треугольник АВС?

1.8. * Монж и начертательная геометрия. Метод 
изображения пространственных фигур перпендику-
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лярными проекциями на две плоскости был разработан французским 
математиком Гаспаром Монжем (1746—1818) и известен как метод 
Монжа. На основе метода Монжа получают практические приёмы по­
строения изображений пространственных фигур, которые изучаются в 
курсах начертательной геометрии в большинстве технических учеб­
ных заведений.

Вопрос. Какой вид на эпюре имеют проекции цилиндра, ось которого 
перпендикулярна плоскости горизонтальных проекций?

1.9. * Проекции на три взаимно перпендикулярные плоскости. 
Для облегчения восприятия пространственной фигуры по её проекци­
ям рассматривают также проекции на три взаимно перпендикуляр­
ные плоскости. Полученные проекции изображают на одном листе,
разделенном двумя перпендикулярными 
прямыми на четыре части. Горизонталь­
ную проекцию иногда называют видом 
сверху и рисуют в левой нижней части 
листа. Вертикальные проекции называют 
видом спереди, видом сбоку и рисуют со­
ответственно в левой верхней части листа 
и в правой верхней части листа. Правила 
построения трёх проекций пространст­
венных фигур изучаются в курсах черче­
ния.

Вопрос. Какой вид может иметь про­
странственная фигура, у которой на рис. 15 
изображены проекции на три взаимно пер­
пендикулярные плоскости?

Рис. 15

Контрольные вопросы и задания ■
1. Что называют перпендикулярной проекцией точки на плоскость?
2. Могут ли две различные точки иметь одинаковые проекции на 

одну плоскость?
3. Могут ли две различные точки иметь одинаковые проекции на две 

перпендикулярные плоскости?
4. Что такое горизонтальная плоскость проекций?
5. Что такое вертикальная плоскость проекций?
6. Что такое ось проекций?
7. Что такое эпюр?
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■ Задачи и упражнения

1. Докажите, что если проекцией отрезка на горизонтальную плос­
кость проекций является точка, то этот отрезок перпендикулярен гори­
зонтальной плоскости проекций.

2. На эпюре одной из проекций отрезка АВ является точка Ар а дру­
гой проекцией — отрезок А2В2 длиной 2. Чему равна длина отрезка АВ?

3. * Пусть проекцией отрезка АВ на горизонтальную и вертикальную 
плоскости являются отрезки А1В1 и А2В2, причём длина и того и другого 
отрезка равна 4. Чему может быть равна длина отрезка АВ?

4. ** Известно, что проекциями фигуры Ф на горизонтальную и вер­
тикальную плоскости проекций являются отрезки А1В1 и А2В2, не пер­
пендикулярные линии пересечения плоскостей проекций. Докажите, 
что Ф — тоже отрезок.

5. Пусть А1В1 и А2В2 — проекции отрезка АВ на горизонтальную 
и вертикальную плоскости проекций. Точка Е — пересечение плос­
кости АгАА2 с осью проекций, точка Е — пересечение плоскости ВгВВ2 
с осью проекций. Найдите длину отрезка АВ, если:

а)А2Е = 1, В2Е=5, АхЕ = 2, В,Е = 4, ЕЕ = 4;
б)А2Е = 3, В2Е=1, АхЕ = 2, ВхЕ = 4, ЕЕ = 3;
в)А2Е = 4, В2Е = 2, А1Е = 5, 5^=1, ЕЕ = 6.
6. Даны горизонтальная проекция А1В1С1П1 плоского четырёхугольни­

ка АВСВ и вертикальные проекции А2, В2, Е, его вершин А и В и точки пе­
ресечения диагоналей. Как найти вертикальные проекции вершин С и В?

7. Начертите проекции шара:
а) на две взаимно перпендикулярные плоскости;
б) на три взаимно перпендикулярные плоскости.
8. Дана полусфера, ограниченная окружностью, которая параллель­

на горизонтальной плоскости, проходящей через центр сферы. Начерти­
те проекции этой фигуры:

а) на две взаимно перпендикулярные плоскости;
б) на три взаимно перпендикулярные плоскости.
9. Дан цилиндр, основание которого параллельно горизонтальной 

плоскости. Найдите проекции:
а) на две взаимно перпендикулярные плоскости;
б)* на три взаимно перпендикулярные плоскости.
10. Дан конус с основанием, параллельным горизонтальной плоскос­

ти. Найдите его проекции:
а) на две взаимно перпендикулярные плоскости;
б)* на три взаимно перпендикулярные плоскости.
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Тесты ■

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Чему равна высота правильной четырёхугольной пирамиды с реб­

ром основания 2 и боковым ребром 3?
1)Ѵз 2)Ѵб 3)Ѵ7 4)2^2
1.2. Концы отрезка длиной 8 удалены от плоскости ос на расстояния 

5 и 7. Чему равна длина перпендикулярной проекции этого отрезка на 
плоскость ос?

1)4^3 2) 2Ѵ13 3)2^14 4)2Ѵ15

1.3. Пусть А1В1 и А2В2 — проекции отрезка АВ на горизонтальную и 
вертикальную плоскости проекций. Точка Е — пересечение плоскости 
А1АА2 с осью проекций, точка Е — пересечение плоскости В1ВВ2 с осью 
проекций. Чему равна длина отрезка АВ, если А2Е = 1, В2Е = 5, АгЕ = 2, 
В1В = 4,ВВ = 4?

1)6 2)7 3)8 4)9
1.4. Пусть проекцией отрезка АВ на горизонтальную и вертикальную 

плоскости являются отрезки А1В1 и А2В2, причём длина и того и другого 
отрезка равна 4. Какой может быть наибольшая длина отрезка АВ?

1)|АВ| = 4 2)|АВ| = 4Ѵ2 3)|АВ| = 2^3 4)|АВ| = 4^3

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Два луча, угол между которыми равен 60°, проектируются пер­

пендикулярно на плоскость. Какой может быть величина угла между 
проекциями этих лучей?

1)15° 2)30° 3)120° 4)150°

2.2. Какие многоугольники могут получаться при перпендикулярном 
проектировании куба на плоскость?

1) треугольник 2) четырёхугольник
3) пятиугольник 4) шестиугольник
2.3. Какой вид на эпюре может иметь изображение квадрата?
1) два параллелограмма 2) прямоугольник и параллелограмм
3) два прямоугольника 4) прямоугольник и точка
2.4. Пусть отрезок длины с изображается на эпюре отрезками, длины 

которых аиЬ. Какие из соотношений всегда являются верными?
1)с = а + Ь 2)с<а 3)Ь<с 4)с<а + Ь

93



■ Глава 4. Координаты и векторы в пространстве

■ § 2. КООРДИНАТЫ В ПРОСТРАНСТВЕ

2.1. Оси координат в пространстве. Выберем в пространстве три 
взаимно перпендикулярные прямые Ох, Оу, Оз, пересекающиеся в 
точке О. Упорядочим эти прямые. Например, будем считать прямую 
х — первой, прямую у — второй и прямую з — третьей. На них введём 
координаты так, чтобы точка О изображала число нуль на каждой из по­
лученных числовых прямых (рис. 1).

Назовём первую числовую прямую осью абсцисс, вторую числовую 
прямую — осью ординат, третью числовую прямую — осью аппликат 
(рис. 1). Оси Ох, Оу, Ог вместе называют осями системы координат или 

координатными прямыми системы коорди­
нат.

Рассматривая пары координатных осей, 
можно построить три координатные плоскос­
ти: плоскость Оху, проходящую через оси Ох и 
Оу, плоскость Охг, проходящую через оси Ох 
и Ог, плоскость Оуг, проходящую через оси 
Оу и Ог. Отметим, что ось Ог не параллельна 
плоскости Оху, ось Оу не параллельна плос­
кости Охг, ось Ох не параллельна плоскости 
Оуг.

Вопрос. Сколько различных систем координат с фиксированной еди­
ницей измерения длин можно задать, имея три данные пересекающиеся 
взаимно перпендикулярные прямые?

2.2. Определение координат точки. Проведём три координатные 
оси Ох, Оу и Ог. С помощью координат точек на осях каждой точке М 

пространства можно сопоставить три числа, 
расположенных в определённом порядке. 
Сделать это можно следующим образом.

Сначала проведём через точку М плос­
кость ос параллельно координатной плос­
кости Оуг. Эта плоскость перпендикулярна 
оси Ох. Найдём точку А её пересечения с 
осью Ох (рис. 2). Координату точки А на оси 
Ох назовём абсциссой и обозначим через а.

Аналогично проведём через точку М 
плоскость Р параллельно плоскости Охг и 
найдём точку В её пересечения с осью Оу
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(рис. 3). Координату точки В на оси Оу на­
зовём ординатой и обозначим через Ь.

Наконец, проведём через точку М плос­
кость у параллельно плоскости Оху и найдём 
точку С её пересечения с осью Ог (рис. 4). Ко­
ординату точки С на оси Ог назовём апплика­
той и обозначим через с.

Найденные три числа а, Ь, с в указанном по­
рядке называются координатами точки М в за­
данной прямоугольной системе координат. Ко­
ординаты точки М записывают в виде М(а;Ь;с).

Вопрос. Как доказать, что абсцисса точ­
ки М совпадает с точкой пересечения прямой 
Ох и прямой, проведённой через точку М пер­
пендикулярно оси Ох?

2.3. Определение координат точки, рас­
положенной в одной из координатных плос­
костей. Рассмотрим точку Р, расположенную 
в координатной плоскости Оху. Если через 
точку Р провести плоскости а, Р и у так, что 
а II Оу г, р II 0x2 и у II Оху, то получим следующее:

1) аппликата точки Р равна 0, поскольку в
этом случае плоскость у совпадает с плоскос­
тью Оху; Рис’4

2) абсцисса точки Р в пространстве совпадает со значением абсциссы 
на плоскости Оху, так как в плоскости Оху абсциссу точки Р задаёт пря­
мая, проходящая через точку Р перпендикулярно прямой Ох, а такой 
прямой является прямая пересечения плоскостей ос и Оху;

3) ордината точки Р в пространстве совпадает со значением ординаты 
на плоскости Оху, так как в плоскости Оху ординату точки Р задаёт пря­
мая, проходящая через точку Р перпендикулярно прямой Оу, а такой 
прямой является прямая пересечения плоскостей Р и Оху.

Таким образом, если точка Р расположена в плоскости Оху, то её ко­
ординаты имеют вид (п;д;0), где а — абсцисса точки Р в плоскости Оху, 
b — ордината точки Р в плоскости Оху.

Аналогично получаются следующие свойства:
— если точка Р расположена в координатной плоскости Оуг, то её ко­

ординаты имеют вид (О;Ь;с);
— если точка Р расположена в координатной плоскости Охг, то её ко-

ординаты имеют вид (а;0;с).
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Вопрос. Где расположена точка Р, если две её координаты равны 
нулю?

2.4. Определение координат точки, расположенной вне коорди­
натных плоскостей. Когда точка М не лежит ни в одной из координат­
ных плоскостей, можно рассмотреть попарные пересечения координат­
ных плоскостей с параллельными им плоскостями, проходящими через 
точку М.

В результате получим прямоугольный параллелепипед АОМЕОВЕС 
(рис. 5). С помощью такого параллелепипеда можно указать, как вычис­
ляются координаты точек.

Поскольку плоскость АѲМЕ перпендикулярна оси Ох и А — это точка 
пересечения оси Ох с плоскостью АСМЕ, то абсцисса точки М равна абсцис­
се точки А. Отметим, что такую же абсциссу имеют точки ЕиО (см. рис. 5).

Аналогично, поскольку плоскость ВЕМО перпендикулярна оси Оу и 
В — это точка пересечения оси Оу с плоскостью ВЕМО, то ордината точ­
ки М равна ординате точки В, и такую же ординату имеют точки О и Е 
(см. рис. 5).

Точно так же, поскольку плоскость СЕМЕ 
перпендикулярна оси Ог и С — это точка пере­
сечения оси О г с плоскостью СЕМЕ, то аппли­
ката точки М равна аппликате точки С, и такую 
же аппликату имеют точки ЕиЕ (см. рис. 5).

Вопрос. Какие знаки имеют абсцисса и ап­
пликата точки М (см. рис. 5)?

2.5. Расстояние между точками в про­
странстве. Для вычисления расстояния меж­
ду точками в пространстве по их координатам 
применяется формула, аналогичная формуле 
расстояния между точками на плоскости.

Расстояние между точками А(а1;Ь1;с1) и 
В(а2;Ь2;с2) равно

АВ = ^(а2 — а.)2 + — Ь.)2 + (с2 — с.)2.
Вопрос. Каким уравнением задаётся в пространстве множество всех 

точек, удалённых от начала О на расстояние 1?
2.6. ** Доказательство формулы расстояния. Докажем формулу 

расстояния между точками.
I. Пусть точки А и В лежат в плоскости, параллельной одной из ко­

ординатных плоскостей, например плоскости Оху. Если точка А имеет
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координаты (а^Ь^с), то точка В имеет координаты (а2;Ь2;с), то есть их 
аппликаты совпадают. Проведём через точки Ап В прямые а и Ь, парал­
лельные оси Oz, и отметим точку К пересечения а с плоскостью Оху и 
точку L пересечения b с плоскостью Оху (рис. 6). Получим прямоуголь­
ник AKLB. Поскольку координаты точек К и L, рассматриваемые в 
плоскости Оху, равны (а^Ь^ и (а2;Ь2) соот-
ветственно, то

AB = KL = УІ(а2-а1)2 + (Ь2-Ь1)2 =

= ^(а2 - aj2 + (Ь2 - Ь^2 + (с- с)2.
Следовательно, в этом случае формула рас­

стояния верна.
II. Возьмём точки А(а1;Ь1;с1) и В(а2;Ь2;с2) 

так, что прямая АВ не параллельна ни одной 
из координатных плоскостей, то есть ах * а2, 
Ьх * Ь2, сх * с2. Проведём через точку А плос­
кость ос, параллельную Оху, через точку В — 
прямую Ь, параллельную Oz, и найдём точ­
ку F пересечения плоскости ос и прямой Ь. 
Тогда получаем прямоугольный треугольник 
AFB с прямым углом при вершине В, причём 
точка F имеет координаты (а^Ь^с^ (рис. 7).

Поскольку BF2 = (с2 - q)2, AF2 = (а2 - а^2 + 
+ (b2 - b^2, то по теореме Пифагора получаем

AB2=AF2 + BF2 =
= (а2 - aj2 + (Ь2 - bj2 + (с2 - с^2, 

откуда АВ = ^(а2 - а^2 + (Ь2 - Ь^2 + (с2 - q)2.
Вопрос. Чему равно расстояние от точки 

А(а; Ь; с) до прямой Ох?

2.7. Координаты середины заданного 
отрезка. В пространстве координаты середи-

Рис. 7

ны отрезка вычисляются по формулам, аналогичным формулам коорди­
нат середины отрезка на плоскости.

Пусть А(а1;Ь1;с1) и В(а2;Ь2;с2). Тогда середина отрезка АВ имеет коор-

динаты fj^2 Ъ]+Ъ2
2 ; 2 2 Л

Вопрос. Какие координаты имеет середина отрезка АВ, если 
А(-2;-3;-4),В(5;-1;-2)?
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2.8. ** Доказательство формулы координат середины отрез­
ка. Пусть заданы точки А(а1;^1;с1) и В(а2;Ь2;с2). Обозначим координаты 
середины С через (т;п;к). Рассмотрим проекции Ар Вр Сг точек А, В, С 
на плоскость Оху. Из свойств параллельного проектирования следу­
ет, что середина С отрезка АВ проектируется в середину отрезка А:Вр 
то есть точка С проектируется в точку СР Поскольку точки Ар Вѵ Сх 
в плоскости Оху имеют соответственно координаты (а^Ь^), (а2;Ъ2), (т;п), 
то по формулам координат середины отрезка на плоскости получаем

а-,+а2 Ь,+Ь2
т = 9.-, п = ■ 9. —. Если затем аналогично рассмотреть проекции то-

С,+С2
чек А, В, С на плоскость Охг, то получим ещё одно равенство к = —^—.

Вопрос. Как доказать, что середины сторон пространственного че­
тырёхугольника являются либо вершинами параллелограмма, либо ле­
жат на одной прямой?

2.9. Параллельный перенос в пространстве. Пусть в пространстве 
задана прямоугольная система координат. Напомним, что параллель­
ным переносом в пространстве, определяемым тройкой чисел (а;Ь;с), 
называется преобразование точек пространства, при котором каж­
дая точка М(х;у;г) переходит в точку М1(х1;у1;21) такую, что х^ = х + а, 
у1 = у + Ь,г1 = г + с.

Иногда параллельный перенос, определяемый тройкой чисел (а;Ь;с), на­
зывают параллельным переносом на (а;Ь;с) или параллельным переносом.

При параллельном переносе в пространстве выполняются следующие 
свойства:

1) разные точки переходят в разные точки;
2) всякая пространственная фигура переходит в равную ей фигуру;
3) если при параллельном переносе точка А переходит в точку Аг и точ­

ка В переходит в точку Вр то АВ = А1В1;
4) середины отрезков АВ 1 и АгВ совпадают;
5) если точка В не лежит на прямой ААр то АВВ1А1 — параллело­

грамм.
Наличие свойства 5) позволяет говорить, что параллельный перенос 

в пространстве действует по «правилу параллелограмма».
Вопрос. В какую фигуру переходит плоскость при параллельном пе­

реносе в пространстве?

■ Контрольные вопросы и задания
1. Дайте определение координатных осей в пространстве.
2. Дайте определение координатных плоскостей в пространстве.
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3. Как определяются координаты точки в пространстве?
4. Что можно сказать о координатах точки в пространстве, если из­

вестно, что эта точка лежит:
а) на оси Ог; б) на оси Оу; в) на оси Ох?
5. Что можно сказать о координатах точки в пространстве, если из­

вестно, что она лежит:
а) на координатной плоскости Оху;
б) на координатной плоскости Охг;
в) на координатной плоскости Оуг?
6. По какой формуле находится расстояние между точками А{хх;у^г^ 

И В(Х2>У2*22)?
7. Укажите координаты середины отрезка с концами А(х1;у1;г1) и 

В(% 2’У 2’% 2^ ’
8. Как определяется параллельный перенос в пространстве с прямо­

угольной системой координат?
9. Сформулируйте свойства параллельного переноса в пространстве.
10. Почему говорят, что параллельный перенос в пространстве дейст­

вует по «правилу параллелограмма»?

Задачи и упражнения ■

1. В кубе АВСВА^^^^ с основанием АВСВ и боковыми рёбрами 
ААѴ ВВѴ ССѴ ВВХ известны координаты следующих вершин:

а)А(0;0;0),В(2;0;0), В(0;2;0), Аг(0;0;2);
б) В(0;0;0), А(3;0;0), С(0;-3;0), В^О-З);
в)А(0;0;0), С(-1;-1;0), В(0;-1;0), С^-І;-!;-!);
г)*А(1;1;3), В(1;2;3), В(0;1;3), А^І;!^).
Найдите координаты остальных вершин куба.
2. В прямоугольном параллелепипеде АБОВА^^С^О^ с основанием 

АВСВ и боковыми рёбрами ААѴ ВВг, ССѴ ВВ} известны координаты сле­
дующих вершин:

а)А(0;0;0), В(1;0;0), В(0;3;0), А^О^);
б) В(0;0;0),А(-2;0;0), С(0;-5;0), 3^0:0;!);
в) А(0;0;0), В(2;0;0), В(0;-1;0), фгІгЗ);
г)*А(3;4;5), В(1;4;5), С(1;-1;5), В^З;-!^).
Найдите координаты остальных вершин прямоугольного параллеле­

пипеда.
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3. Через точку (2; 1;6) провели плоскость, параллельную Oyz. В какой 
точке эта плоскость пересечёт ось Ох?

4. Через точку А с координатами (1;4;2) провели прямую АВ, парал­
лельную оси Ох, которая пересекла Oyz в точке В. Найдите координаты 
точки В.

5. Какой вид имеют координаты точек прямой, которая:
а) параллельна оси Ох и проходит через точку (0; 2; 3);
б) параллельна оси Оу и проходит через точку (3; -2; 3);
в) параллельна оси Oz и проходит через точку (-5; -5; -5)?
6. Какой вид имеют координаты точек плоскости, которая:
а) параллельна плоскости Oyz и проходит через точку (1; 2; 3);
б) параллельна плоскости Oxz и проходит через точку (3; -2; -1);
в) параллельна плоскости Оху и проходит через точку (5; 0; -7)?
7. Какой вид имеют координаты точек прямой, проходящей через 

точку (1; 2; 0) плоскости Оху перпендикулярно этой плоскости?
8. Какой вид имеют координаты точек плоскости, проходящей через 

точку (0;1;1) перпендикулярно оси Ох?
9. Найдите расстояние между точками с координатами:
а)(0;0;0)и(1;1;1); б) (1;2;3) и (2;1;3);

в)(1;4;6)и(2;1;4); г) (о;|;з] и U;0;4).

10. Найдите координаты середины отрезка, если координаты концов 
отрезка равны:

а) (0;0;0) и (1; 1;1); б) (1;2;4) и (5;6;7);

в) (о;|;б) И (1;5;|); г) (3;4;1) и [|;|;А

11. В кубе ABCDA1B1C1D1 с основанием ABCD и боковыми рёбрами 
ААр ВВг, CClf DDr известны координаты следующих вершин: А(0;0;0), 
В(3;0;0), В(0;-3;0), Ах(0;0;3). Найдите координаты:

а) середины ребра C-^D^, б) середины отрезка В^; в) середины отрезка BD^,
г) середины отрезка, концами которого являются середины рёбер В1С1 

и СВ.
12. В правильной четырёхугольной пирамиде SABCD известны ко­

ординаты вершин: А(1;-1;0), В(-1;-1;0), С(-1;1;0), В(1;1;0), S(0;0;5). 
Найдите координаты:

а) середины ребра SB;
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б) середины медианы DM грани SCD;
в) середины отрезка, концами которого являются середины рёбер АВ и 

SC.
13 .** Правильный тетраэдр SABC с ребром 1 расположен в простран­

стве так, что центр основания АВС совпадает с началом О координат, 
луч OS является положительным лучом оси Oz, ордината точки А равна 
нулю, абсцисса и ордината точки В отрицательны. Найдите:

а) координаты вершин тетраэдра;
б) координаты середины отрезка с концами в серединах рёбер SB и 

АС.

Тесты ■

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Чему равно расстояние от точки М(-3;2;-4) до плоскости Оху?
1) 1 2)2 3)3 4)4

1.2. * Чему равно расстояние от точки М(2;-1;3) до прямой Oz?
1)Ѵз 2)Ѵб 3)2^2 4)VÎÔ

1.3. Чему равно расстояние между точками А(2;-1;3) и В(-1;2;-3)?
1) 2\6 2) 3^ 3) 4^6 4) 5^
1.4. * Даны точки А(5;3; 1) и С(4;-1;3). В каком случае точка С являет­

ся серединой отрезка АВ?
1)В(3;-5;5) 2)В(3;2;3) 3)В(6;4;3) 4)В(6;-5;3)

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Какие из указанных точек расположены от начала координат на 

расстоянии, не большем 6?
1)(-2;4;-3) 2)(1;-5;4) 3)(4;-2;-4) 4)(-3;-4;3)

2.2. При каких координатах точек А, В отрезок АВ равен отрезку с 
концами С(2;0;-3) и В(1;-1;-2)?

1)А(3;5;-4), В(2;6;-3) 2)А(-2;-4;1), В(-1;-5;2)
3)А(5;-2;-4), В(4;-1;-3) 4) А(-4;3;2), В(-5;2;3)

2.3. * В каких случаях середина отрезка АВ расположена на оси ординат?
1)А(5;-2;-4),В(-4;3;5) 2) А(-2;7;3), В(-3; 1;2)
3)А(5;-2;-4), В(-5;7;4) 4)А(-2;7;3), В(2;-4;-3)
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■ Глава 4. Координаты и векторы в пространстве

2.4. Даны точки А(1;0;0) и В(1;4;0). В каких случаях точка С являет­
ся вершиной равнобедренного треугольника с основанием АВ?

1)С(1;2;0) 2)С(4;-1;7) 3)С(-3;2;6) 4)С(5;2;-4)

■ §3. СЛОЖЕНИЕ И ВЫЧИТАНИЕ ВЕКТОРОВ

3.1. Координаты точки и вектора. Пусть в пространстве выбрана 
точка О. Тогда для произвольной точки М, отличной от О, можно рас­
сматривать направленный отрезок ОМ с началом в точке О и концом в 
точке М. На рисунках направленный отрезок обычно изображают отрез­
ком со стрелкой, направленной в конец вектора. Как и на плоскости, по­
лученный направленный отрезок называется вектором, связанным с 
точкой О.

Иногда вектор обозначают одной буквой. Например, а = ОМ. Для точ­
ки О, выбранной в качестве начала векторов, определяют также нулевой 
вектор, у которого конец совпадает с началом. Иногда нулевой вектор 
обозначают через 0.

Вопрос. Как называется вектор на плоскости, у которого начало и ко­
нец совпадают?

3.2. Равенство векторов и его свойства. Рассматривая векторы, 
связанные с различными точками пространства, как и на плоскости, оп­
ределяют равенство векторов.

Вектор АВ называется равным вектору СИ, если при параллельном 
переносе, который точку А переводит в точку С, точка В переходит в 
точку И.

Равенство векторов записывают с помощью знака равенства.
Равенство векторов в пространстве обладает такими же основны­

ми свойствами, как и равенство векторов на плоскости. Напомним эти 
свойства.

1. АВ = АВ.
2. Если АВ = СВ, то и СВ = АВ.
3. ЕслиАВ = СВ и СВ = ЕР, то АВ = ЕР.
4. Если АВ = СВ и точки А, В, С не лежат на одной прямой, то АВВС — 

параллелограмм.
5. Равенство АВ = СВ равносильно равенству АС = ВВ.
6. Для каждого вектора АВ и каждой точки С существует единствен­

ный вектор, связанный с точкой С и равный вектору АВ.
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§ 3. Сложение и вычитание векторов

Доказательства перечисленных свойств аналогичны доказательствам 
соответствующих свойств на плоскости. Мы эти доказательства приво­
дить не будем.

Вопрос. Что в координатном пространстве называют параллельным 
переносом, определяемым тройкой чисел (а; Ь; с)?

3.3. Координаты вектора. В координатном пространстве координа­
ты векторов, связанных с различными точками, определяют таким обра­
зом, что равенство векторов равносильно равенству их соответствующих 
координат.

Координатами вектора АВ с началом А(а1;Ь1;с1) и концом В(а2;Ь2;с2) 
называется упорядоченная тройка чисел

(#2 ®р^2 ^1’^2 ^і)*

Таким образом, координаты вектора получаются вычитанием из ко­
ординат конца вектора соответствующих координат его начала.

Вопрос. Как доказать, что равенство двух векторов равносильно ра­
венству их соответствующих координат?

3.4. Сумма векторов и правило параллелограмма. В прямоуголь­
ной системе координат сумму векторов, связанных с началом О, можно 
определить с помощью координат.

Суммой ОА + ОВ векторов ОА = (а;Ь;с) и ОВ = (т;п;к) называется 
вектор ОС с координатами (а + т;Ь + п;с + к), то есть ОС = ОА + ОВ.

Как и на плоскости, сумму двух векторов, связанных с одной точкой, 
можно находить по «правилу параллелограмма».

Пример 1. Рассмотрим связанные с началом О векторы ОА = (2;-1;3) 
и ОВ = (-3;4;1). По формуле расстояния между точками имеем: ОА = Ѵ14, 
ОВ = Ѵ26, АВ = Ѵб4. Поскольку Ѵ14 + Ѵ26 > 3 + 5 > Ѵб4, то точки О, А, В 
не лежат на одной прямой.

По определению ОС = ОА + ОВ = (2-3; -1 + 4; 3 + 1) = (-1;3;4). Заметим, 
что параллельный перенос, который точку О пе­
реводит в точку А, определяется тройкой чисел 
(2;-1;3). Этот параллельный перенос точку 
В(-3;4;1) переводит в точку с координатами 
(2-3;-1 + 4; 3 + 1) или (-1;3;4), то есть в точ­
ку С. Но тогда четырёхугольник ОАСВ — па­
раллелограмм. Следовательно, в данном при­
мере сумма векторов ОА и ОВ изображается 
диагональю параллелограмма, построенного на 
отрезках ОА и ОВ, как на сторонах (рис. 1).
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■ Глава 4. Координаты и векторы в пространстве

Вопрос. Как найти сумму ОС + ОВ на рис. 1?

3.5. Сложение векторов по правилу треугольника.
Пример 2. Рассмотрим связанные с началом О векторы О А = (1;3;-2) и 

ОВ = (-2;-1;4). Из точки А отложим вектор АС, равный вектору ОВ. Для 
этого рассмотрим параллельный перенос, определяемый тройкой чисел 
(-2; -1; 4), который точку О переводит в точку В. Этот параллельный пе­
ренос переводит точку А в точку С с координатами (1-2;3-1;-2 + 4) или 
(-1;2;2). Значит, ОВ =АС, где С(-1;2;2).

С другой стороны, по правилу вычисления координат суммы векторов 
имеем ОА + ОВ = (1 - 2; 3 - 1; -2 + 4) = (-1;2;2) = ОС. Следовательно, сум­
ма векторов ОА и О В изображается стороной ОС треугольника О АС, по­

строенного так, чтоАС = ОВ (рис. 2).
Таким образом, ОА + О В = О А + АС = 

= ОС, и сумма векторов получена «по пра­
вилу треугольника».

Аналогично сумму трёх и более векто­
ров в пространстве можно находить «по 
правилу многоугольника».

Вопрос. Как находить сумму четырёх 
векторов по «правилу многоугольника»?

3.6. Нулевой вектор. Особую роль при сложении векторов играет ну­
левой вектор 0, у которого конец совпадает с началом. В прямоугольной 
системе координат с началом О этот вектор можно записать в виде ОО. 
Поэтому б = (0;0;0).

При сложении произвольного вектора т = (а;Ь;с) с нулевым вектором 
получаем т + 0 = (а;Ь;с) -I- (0;0;0) ~ (а;Ь;с) = т, то есть т + 0 = т.

Для вектора т = (а;Ь;с) вектор с координатами (-а;-Ь;-с) называется 
противоположным вектору т и обозначается через -т.

При сложении вектора т = (а;Ь;с) и противоположного ему вектора 
~т = (-а;-Ь;-с) получаем т + (~т) = (а;Ь;с) + (-а;-Ь;-с) = (0;0;0) = б, то 
есть т + (~т) = б.

Вопрос. Пусть векторы ОА и ОВ противоположны друг другу. Как 
геометрически связаны между собой точки О,Аи В?

3.7. Разность векторов.
Разностью а-Б векторов аиБ называется вектор с, для которого вы­

полняется равенство Б + с = а.
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§ 3. Сложение и вычитание векторов ■

Разность а - Ь можно находить с помощью вектора, противоположно­
го вектору Ь.

Пример 3. Пусть а = ОА = (4;-2;2) и Ь = ОВ = (3;-1;3). Тогда вектор 
(~Ь) = (-3;1;-3) = ОВ противоположен вектору Ь. Вектор с = а + (-Ь) = 
= (4;-2;2) + (-3;1;-3) = (4 - 3; -2 + 1; 2 - 3) = ОС удовлетворяет равенству

Ь + с = (3;-1;3) + (4 - 3; -2 + 1; 2 - 3) = (4;-2;2) = а.
Разность а - Ь изображается диагональю ОС 

параллелограмма, построенного на отрезках 
ОА и ОВ, как на сторонах (рис. 3). Разность 
векторов можно находить также по правилу 
треугольника.

Пример 4. Пусть Ь = ОВ и а = ОА (рис. 4). Тог­
да разностью Ь - а является вектор АВ, по­
скольку ОА +АВ = ОВ, как это следует из «пра­
вила треугольника» сложения векторов.

Вопрос. Чему равна разность а- а?

3.8. Свойства сложения и вычитания век­
торов. В пространстве операции сложения и 
вычитания векторов имеют следующие основ­
ные свойства.

І. а + Ь = 5 + а.
2. (а + Ь) + с = а + (Ь + с).
З. а + 0 = а.
4. Для каждого вектора а существует такой 

вектор (-а), что а + (-а) = б.
5. Если а + х = Ь, то по определениюх = Ъ-а.
Эти свойства нетрудно доказать с помощью координат.
Вопрос. Как доказать свойство 2?

3.9. Примеры решения задач. При решении геометрических за­
дач с использованием векторов важно научиться представлять векто­
ры в виде сумм других векторов. В этом помогает «правило параллело­
грамма».

Пример 5. Рассмотрим правильную четырёхугольную пирамиду 
ВАВСВ. Пусть точка М — середина ребра ВС. Представим вектор 
АМ в виде суммы векторов, направленных по лучам АС иА8.
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■ Глава 4. Координаты и векторы в пространстве

В плоскости АЗС через точку М проведём 
прямые МР и МН, соответственно парал­
лельные прямым АЗ и АС (рис. 5). В резуль­
тате такого построения получим паралле­
лограмм АРМН. Поэтому АМ =АН +АР.

Пример 6. Рассмотрим параллелепипед 
АВСВА1В1С1В1 (рис. 6). Представим вектор 
АС1 в виде суммы векторов, направленных 
по лучам АВ, АР) и ААГ

Проведём плоскость через точки А, В, Сг 
Эта плоскость пересекает грань АА^В^ по 
отрезку АВ1, причём АВ^В — параллело­
грамм. Поэтому АСх =АВ + АВГ Но посколь­
ку АА^^В — параллелограмм, то АВ х =ААг + 
+ АВ. Следовательно, АС х =АВ + АА1 +АВ.

Вопрос. Как доказать, что ВВ1 = АА± + 
+ АВ-АИ?

■ Контрольные вопросы и задания

1. Как определяется вектор, связанный с точкой О?
2. Как определяют координаты вектора ОМ, связанного с началом О 

прямоугольной системы координат?
3. Как определяется равенство двух векторов?
4. Сформулируйте основные свойства равенства векторов.
5. Как определить координаты вектора АВ в прямоугольной системе 

координат, если заданы координаты точки А(а1;Ь1;с1) и координаты точ­
ки В(а2;Ь2;с2)?

6. Как найти координаты суммы векторов ОА и ОВ в прямоугольной 
системе координат, если ОА = (а;Ь;с), ОВ = (т;п;ку?

7. Как сформулировать «правило параллелограмма» для нахождения 
суммы векторов?

8. Как сформулировать «правило треугольника» для нахождения 
суммы векторов?
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9. Как определяется нулевой вектор?
10. Как определяется вектор, противоположный вектору а?
11. Как по координатам вектора (а;Ь;с) найти координаты противопо­

ложного вектора?
12. Как определяется разность двух векторов?
13. Как найти координаты разности ОА - ОВ векторов ОА и ОВ, если 

ОА = (а;Ь;с), ОВ = (т;п;к)?
14. Какие свойства операций сложения и вычитания векторов вы 

знаете?

Задачи и упражнения ■

1. Найдите координаты вектора а + Ь, если заданы координаты векто­
ров аиЬ:

а)я = (1;4;6),В = (2;1;3); б) а = ,^ 4;0;| ;

в)і = (6;4;2),й = (-|;-|;-|| 
\ О О / г) я = (2;-6;1),

2. Найдите координаты векторов АВ, СВ, АВ + СВ, АС, ВВ, АС + ВВ, 
если даны координаты точек А, В, С, В:

а)А(1;4;2), В(1;2;0), С(2;6;4), £(1;3;1);

6)а(1;|;-1], в||;-|;|1 С(АтЬ0)’ Я(1;2;2);

ПІ1І1Ів) 14’2’2/’ |3’ 2’ 10/’ 14’3’10/’ г’2’6/’

} I ’ 2’ 5/’ 16’ 5’ 2|’ Г ’ ЮГ 12’2’2/

3. Найдите координаты вектора -а, если даны координаты вектора а: 
а)а = (-1;4;2); б) я = (-1;3;6); в) а = (2;-1;-1);
г)я = (4;-2;6); д)а-|-|;|;-||.

4. Найдите координаты векторов а + Ь, а - Ь, Ь - а, если заданы коор­
динаты векторов я и В:

а)а = (1;1;1),& = (1;4;6); б) я = (2; 1;2), В = (1;6;4);
в) я = (1;“1;4 ^ = (1;-І;"і); г)« = (1;-2;-4), Ь = (2;0;3);

д) я = |з;4;-|), ь = ||;-|;4|.
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■ Глава 4. Координаты и векторы в пространстве

5 . Найдите координаты векторов АВ, СБ, АВ + СВ, АВ - СВ, СВ - АВ, 
АС,ВВ,АС +ВВ,АС -ВВ,ВВ - АС, если даны координаты точек А, В, С, В:

а)А(0;1;0), В(2;1;3), С(4;6;0), В(2;0;2);

б)А(1;-1;4), В(2;1;6), С(4;1;3), В(3;1;4);

в) А(1;-4;2), В(3;2;-2), С(1;6;2), В(5;3;4);

П І2’4’ 5Г ( ’5’ 2Г | 2’6’ \ \2’5’5Г

6 .* В кубе АВСВА^^^! точки М, N, К, Ь — середины рёбер АВ, 
ВС, СВ, АВ основания, точки Е, Е, С, Н — середины боковых рёбер ААг, 
ВВХ, ССѴ ВВ}, точки Р, Q, R, 8 — середины рёбер А^р В^, СгВѵ АгВг 
соответственно. Укажите вектор, равный вектору:

а)АВ + Ш б)ЕК + ЬР; в)ВН + ЬЕ; ѵ^В^АКС^
д)В^М-В^А; е)М$-КЯ; ё)ЁВ-МВ; ж)СЁ-МО.

7 .* В четырёхугольной пирамиде 8АВСВ, основанием которой явля­
ется параллелограмм АВСВ, точки М, N,К,Е — середины рёбер АВ, ВС, 
СВ, АВ, точки Е, Е, О, Н — середины рёбер 8А, 8В, ВС, 8В соответствен­
но. Укажите вектор, равный вектору:

а ) НВ + МВ; б)СЕ+НЕ; в)ВС + КЬ; г)СА + Ь&
^ЁЬ-СА; е)ЁН-КС; ё)ЁН-8Ь; ж)8Е-ВЕ.
8 . В трапеции АВСВ длина основания ВС в три раза больше длины ос­

нования АВ, О — точка пересечения диагоналей трапеции. Выразите 
вектор АО через:

а) векторы АВ и ВВ; б)** векторы АВ и АО.

9 .* Медианы в гранях ЗАВ и ВАС тетраэдра 8АВС пересекаются соот­
ветственно в точках М и N. Выразите векторы СИ, СМ через векторы 
СА, СВиСВ.

Ю.АВСВЕЕ — правильный шестиугольник. Выразите векторы ВС иВВ 
через векторы АВ и АВ.

11. АВСВ — параллелограмм, точка М — середина СВ. Выразите век­
торы ВВ и. АМ через векторы ВМ и МС.

12. Дан параллелепипед АВСВА1В1С1В1. Выразите векторы ААг, АС, 
ВВ через векторы ВАХ, ВСХ и ВВХ.
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§ 4. Разложение векторов по составляющим ■

Тесты ■

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Пусть задана точка А(-2;4;-7). При каких координатах точки В 

векторАВ имеет координаты (-2;-1;2)?
1)(7;10;7) 2)(3;-2;-1) 3) (-7;-10;-7) 4)(-4;3;-5)

1.2. Чему равна разностьа-Ь при а = (-1;-2;-3) иЪ = (-5;-1;-8)? 
1)(4;-1;-5) 2)(-4;-1;5) 3)(4;-1;5) 4)(-4;-1;-5)
1.3. Чему равняется (-2;-1;-3) - ((-3;-2;-1) - (-1;-3;-2))? 

1)(-2;2;-4) 2)(0;-2;-4) 3)(0;-2;4) 4)(2;-2;4)

1.4. Чему равна разность АВ-АС при А(-1;4;-2), В(2;5;-1) и С(1;6;-4)? 

1)(-1;1;-3) 2)(1;-1;3) 3)(2;2;-6) 4)(2;-2;6)

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. * При каких координатах точки А отрезок АМ, где М(1;-0,5; 1,5), 

будет проходить через начало координат?
1)(-4;2;-6) 2)(-6;2;-9) 3)(-2;1;-3) 4)(-3;2;-6)
2.2. Какие из разностей равны вектору (5;2; 1)?
1) (4;-1;-5) - (-1;-3;-6) 2) (7;3;1) - (2;1;3)
3) (-2; 1;3) - (-7;-2;2) 4) (6;4;-2) - (1;2;-3)

2.3. Пусть а = (-2;7;-1). Для каких векторов Ь все координаты разно­
сти а-Ь положительны?

1)д = (-3;2;3) 2)Ь = (-4;1;2) 3)& = (-1;5;-4) 4) ^ = (-6;4;-3)
2.4. В каких случаях т- (п-к) равняется нулевому вектору?

1)т = (1;3;-2), и = (6;1;1)Д=(5;-2;3)
2)т = (-2;4;1), п = (1;5;8)Д=(3;1;7)

3) т = (3;-1;4), п = (5;-4;-1), А = (2;-3;-5) 

4)т = (-1;-3;-5), п = (3;0;-7), к = (4;3;-1)

§ 4. РАЗЛОЖЕНИЕ ВЕКТОРОВ ПО СОСТАВЛЯЮЩИМ ■

4.1. Умножение вектора на действительное число. Определим с 
помощью координат умножение связанного вектора на число.
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Пусть дана система координат с началом О.
Произведением вектора ОА = (а;Ь;с) на чис­

ло і называется вектор (іа; іЬ; іс).
Произведение вектора а на число і обозначает­

ся через і • а или через іа.
Определённая таким образом операция умно­

жения вектора на число имеет следующий гео­
метрический смысл.

Первый случай. Вектор а нулевой. Тогда для 
любого числа і вектор іа также нулевой, а поэ­
тому конец вектора іа совпадает с его началом.

Второй случай. Число і равно нулю. Тогда 
для любого вектора а вектор іа равен нулевому 
вектору.

Третий случай. ОА ^ б и і > 0. Тогда ОС = 
= ЮА — это такой связанный с точкой О вектор, 
для которого точка С лежит на луче ОА и 

_|ОС|:|ОА| = Црис. 1)^
Четвёртый случай. ОА ^ б и ^ < 0. Тогда ОС = ЮА — это такой связан­

ный с точкой О вектор, для которого точка А лежит на луче, дополни­
тельном к лучу ОА и |ОС|: |ОА| = |ґ| (рис. 2).

Вопрос. Как доказать, что (-1) • а = -а?
4.2. ** Доказательство геометрических свойств умножения век­

тора на число. Рассмотрим доказательство геометрического свойства ум­
ножения вектора на положительное число.

Пусть і > 0 и О А = (а;Ь;с). Построим на луче О А точку С так, что 
|ОС| : \ОА\ = і. Проведём плоскость а через ось 
Ох и прямую ОА. В плоскости а через точки А 
и С проведём прямые тип, перпендикуляр­
ные Ох и пересекающие ось Ох соответственно 
в точках Аг и С1 (рис. 3). Тогда координата 
точки А1 по оси Ох — это абсцисса точки А, а 
координата точки С^ по оси Ох — это абсцисса 
точки С. Далее нужно рассмотреть несколько 
случаев в зависимости от знака абсциссы точ­
ки А.

I. Пусть абсцисса а точки А положительна, 
как это изображено на рис. 3. Тогда прямые
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тип параллельны и пересекают стороны угла АОАХ. По теореме Фалеса 
|ОС1| іІОА^И :|ОА| = ^

Отсюда |ОС1| = і • ІОА^ = |іа|. Поскольку точка С1 лежит на положи­
тельном луче оси Ох, то координата точки С1 равна іа.

II. Пусть абсцисса а точки А равна нулю. Тогда точки Ах и С1 совпада­
ют с точкой О, а поэтому координата точки С1 равна іа - і • 0 - 0.

III. Пусть абсцисса а точки А отрицатель­
на, как это изображено на рис. 4. Тогда по 
теореме Фалеса также имеем |ОСХ| : |ОА1| = 
= |ОС| : |ОА| = і. Отсюда |ОС1| - і • |ОА1| = £ • |а|. 
Поскольку точка Сг лежит на отрицательном 
луче оси Ох, то координата точки Сг равна 
-ІОС^ = ~і • \а\ = -і • (-а) - іа.

Таким образом, доказано, что во всех воз­
можных случаях абсцисса построенной точки 
С равна іа.

Аналогично, рассматривая плоскость р, 
проходящую через ось Оу и прямую ОА, при­
дём к тому, что ордината точки С равна іЬ, и, 
рассматривая плоскость у, проходящую через ось Ог и прямую ОА, при­
дём к тому, что аппликата точки С равна іс. Следовательно, точка С име­
ет координаты (іа; іЬ; іс), откуда по определению іа = ОС.

Вопрос. Как доказать геометрическое свойство умножения вектора 
на число при умножении на отрицательное число?

4.3. Свойства умножения вектора на действительное число. 
В пространстве для любых действительных чисел 8, і и для любых векто­
ров а, Ь справедливы следующие свойства.

1. 8 • (іа) = (зі)-а.
2. (в + і)а = за + іа.
3. в(а + Ь) = за + вЬ.
Эти свойства нетрудно доказать с помощью координат.
Вопрос. Как доказать свойство 3?

4.4. Коллинеарные векторы. Пусть О — фиксированная точка про­
странства. Возьмём ненулевой вектор ОА. Из геометрического смысла 
умножения вектора на число следует, что для каждого числа і вектор 
і • ОА изображается таким направленным отрезком ОМ, что точки О, А, М 
лежат на одной прямой.
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Справедливо и обратное к этому утверждение. Пусть М — произволь­
ная точка прямой ОА. Вычислим отношение \ ОМ\ : |ОА| = к и определим 
число і так, что і = к, если точка М лежит на луче ОА, и ^ = -к, если точка 
М лежит на продолжении луча ОА. Из геометрического смысла умноже­
ния вектора на число получаем, что ОМ = і • ОА.

Как и на плоскости, связанные с точкой О векторы ОА и ОВ называ­
ются коллинеарными, если точки О, А, В лежат на одной прямой.

Доказанное в этом пункте свойство можно сформулировать так:
ненулевой вектор О А и вектор ОМ колли­

неарны тогда и только тогда, когда найдётся 
такое число і, что ОМ = I • О А.

Пример 1. Отметим на диагонали АгС куба 

АВСВА1В1С]В1 точку М такую, что СМ = ~ 

АГС (рис.5). Получаем, что точки Ар М, С ле­
жат на одной прямой, а поэтому векторы АгМ 

иА^ коллинеарны. Поскольку ІА^І: |А1С| = ^ 
и точка М лежит на луче АХС, то приходим к 

___ . 2__ _ равенству А]М = А^.

Вопрос. Как в рассмотренном примере 
2__ . 

изобразить связанный с точкой А вектор, равный вектору -^А^?

4.5. Сонаправленные векторы. Два вектора АВ и СВ пространства, 
связанные с разными точками, называют коллинеарными, если равные 
им и связанные с одной точкой векторы коллинеарны.

Из предыдущего пункта следует, что если вектор АВ ненулевой, то АВ 
и СВ коллинеарны тогда и только тогда, когда найдётся такое число і, 
что СВ = іАВ. При этом векторы СВ а АВ называются сонаправленными, 
если число і больше нуля; векторы СВ пАВ называются противополож­
но направленными, если число і меньше нуля.

Вопрос. Как доказать, что коллинеарные векторы лежат на парал­
лельных прямых?

4.6. Параметрическое задание прямой. Используя операции над 
векторами, координаты всех точек прямой можно задать с помощью пе­
ременной, которую обычно называют параметром.

Пример 2. Пусть О — начало системы координат и А(5;-4;3), 
В(-1;-2;1) — две заданные точки. Запишем координаты всех точек пря-
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мой АВ. Для этого сначала найдём координаты вектора АВ и получим 
АВ = (-1-5; - 2-(-4); 1 — 3) = (-6;2;-2). Для каждой точки К прямой АВ 
векторы АК и АВ коллинеарны, а поэтому АК = і АВ = £(-6;2;-2) = 
= (-б£;2£;-2£), где і — некоторое число, соответствующее точке К. По 
«правилу треугольника» имеем

ОК = ОА +АК = (5;-4;3) + (-6С2^;-20 = (5 - 6С -4 + 2і; 3 - 20-
Обозначив координаты точки К в виде (х; у; г), получаем, что коорди­

наты вектора ОТТ равны соответствующим координатам точки К. Отсюда 
х = 5 - 6/,

^ = -4 + 2^, (1)
г = 3 - 2^

Подставляя в эти формулы вместо і различные конкретные числа, мо­
жем получать координаты различных точек прямой АВ.

Формулы (1) называют параметрическим заданием прямой. Пара­
метрическое задание прямой также называют заданием прямой в пара­
метрическом виде.

Вопрос. Проходит ли прямая х = 3 + 2^г/ = 4-3^2 = 2 + ^ через точку 
(-1;10;-1)?

4.7. Компланарные векторы. Возьмём два неколлинеарных вектора 
ОА и ОВ, связанных с точкой О. Для произвольных чисел і и з рассмот­
рим вектор ОР = і • ОА + з • ОВ.

Если з = 0, то вектор ОР изображается так, что точка Р лежит на пря­
мой О А, а поэтому точка Р лежит и в плоскости ОАВ.

Если ^ = 0, то вектор ОР изображается так, что точка Р лежит на пря­
мой ОВ, а поэтому точка Р лежит и в плоскости ОАВ.

Если ^0и8^0, то^ - ОА - ОМ, з • ОВ = ОЫ, і • ОА + з - ОВ = ОМ 4- O^ = 
= ОР, причём точка М лежит на прямой ОА, точка N лежит на прямой 
ОВ и четырёхугольник ОМРЫ — параллелограмм (рис. 6). Следователь­
но, в этом случае точка Р также лежит в 
плоскости ОАВ.

Таким образом, когда векторы О А и О В 
неколлинеарны, то при произвольных і и з 
вектор ОР = іОА + зОВ изображается таким 
направленным отрезком ОР, что точка Р 
лежит в плоскости ОАВ.

Справедливо и обратное к этому утверж­
дение. Пусть Р — произвольная точка плос-
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кости ОАВ. Проведём через точку Р пря­
мую а параллельно прямой ОБ. Поскольку 
прямые О А и а не параллельны, то имеется 
точка К их пересечения (рис. 7). Тогда век­
тор ОК коллинеарен вектору ОА, а поэтому 
найдётся такое число і, что ОК = і • ОА. Ана­
логично проведём через точку Р прямую Ъ 
параллельно прямой ОА и отметим точку Б 
её пересечения с прямой ОБ (рис. 7). Тогда 
вектор ОБ коллинеарен вектору ОБ, а поэто­
му найдётся такое число з, что ОБ = з • ОБ. 
По «правилу параллелограмма» получаем

ОР = ОК + ОБ = іОА + зОБ.

Три вектора ОА, ОБ, ОС, связанные с точ­
кой О, называются компланарными, если 
точки О, А, В, С лежат в одной плоскости.

Доказанное в этом пункте свойство мож­
но сформулировать так:

неколлинеарные векторы ОА и ОВ и 
вектор ОМ компланарны тогда и только 
тогда, когда найдутся такие числа і из, что 
ОМ = Ї • О А -І- з • ОВ.

Пример 3. Рассмотрим в правильной четырёхугольной пирамиде 
Б АВС Б точки М иК — середины рёбер БВ и 8С (рис. 8). Тогда точки А, Б, 
М, К лежат в одной плоскости. Поэтому вектор АК можно выразить через 
векторы АМ и АО. Для этого проведём КБ \ \АМ и получим параллелограмм 

АМКБ. Так как МК = ^АБ =АБ, то АБ = ^АБ и АК =АМ +АБ =АМ + ^АБ.

Три вектора АВ, СБ, ЕР пространства называют компланарными, 
если соответственно равные им и связанные с одной точкой векторы 
компланарны.

Вопрос. Как доказать, что три вектора компланарны тогда и только 
тогда, когда они лежат на трёх прямых, параллельных одной плоскости?

4.8. Линейная комбинация векторов. Возьмём три некомпланар­
ных вектора ОА, ОВ, ОС, связанных с точкой О. Тогда прямая ОС не ле-
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жит в плоскости ОАВ. Пусть Р — произвольная точка пространства. Про­
ведём через точку Р плоскость ос, параллельную плоскости ОАВ, и прямую 
а, параллельную прямой ОС. Прямая ОС не параллельна плоскости а, поэ­
тому имеется их точка пересечения, которую обозначим через L. Аналогич­
но прямая а не параллельна плоскости ОАВ, поэтому имеется их точка пе­
ресечения, которую обозначим через F (рис. 9). В результате получаем 
вектор OL, коллинеарный вектору ОС, и вектор OF, компланарный с век­
торами ОА и ОВ. Поэтому OL = и • ОС и OF = s • ОА + t • ОВ, где и, s, t — со­
ответствующие числа. По «правилу параллелограмма» получаем ОР = 
= OF + OL. Следовательно,

ОР = s • ОА + t • ОВ + и • ОС.
Таким образом, вектор ОР представлен в 

виде линейной комбинации векторов ОА, ОВ, 
ОС.

Следствием этого результата является об­
щее утверждение.

Всякий вектор пространства можно пред­
ставить в виде линейной комбинации трёх 
некомпланарных векторов.

Пример 4. В треугольной пирамиде SABC 
медианы грани SBC пересекаются в точке М. 
Разложить вектор АМ по векторам АВ, АС 
и AS.

Рассмотрим плоскость ASM, пересе­
кающую ребро ВС в середине К. По свой-
ству точки пересечения медиан треуголь­
ника имеем 8М : МК = 2:1. Проведём 
прямые РМ И А8 и ЕМ || АК. По теореме 
Фалеса АЕ : Е8 = КМ : М8 =1:2, откуда 
АЕ = I А£, иАР : РК = 8М : МК = 2:1, отку- 

2
да АЕ = -^АК (рис. 10). После этого в плос- О
кости АВС проведём через точку Р прямые 
СР 11 АС и НР 11 АВ, а через точку К — прямые 
КР 11 АС и КО 11 АВ. В результате таких постро- 

1 2ений получаем, что АР = -^АВ, AG = -^АР - 
1 1= ^АВ,А0 = ^АС, АН = ^А0 = ±АС. О ОО

Рис. 10

115 ■



■ Глава 4. Координаты и векторы в пространстве

Следовательно, АР = AG + АН = ^АВ + ~АС и АМ = АЕ + АР =
1 —- 1 —■ 1 —■= ^АВ^^АВ + ^АС.
ООО

Вопрос. Как в рассмотренном примере разложить по векторам АВ, 
АС и АЗ вектор, связанный с точкой А и равный вектору МА?

4.9. Единственность разложения вектора по трём некомпла­
нарным векторам. Докажем, что каждый вектор пространства можно 
единственным образом разложить по трём некомпланарным векторам.

Пусть векторы ОА, ОВ и ОС некомпланарны. Предположим, что век­
тор ОР двумя разными способами представляется в виде линейной ком­
бинации векторов ОА, О В и ОС'.

ОР = хгОА + у^В + 2ХОС,
ОР = х2ОА + у2ОВ + г2ОС.

Поскольку эти разложения различны, то хотя бы при одном из векто­
ров ОА, ОВ, ОС коэффициенты различны. Пусть для определённости 
х1 /х2. Тогда

б = ОР - ОР = (х^ОА + у^ОВ + 2гОС) - (х2ОА + у2ОВ + г2ОС) =

= (х1 - х2)ОА + (ух - у2)ОВ + (гг - 22)ОС.
Отсюда

(х2 - х^ОА = (уг - у2)ОВ + (гг - г^ОС,

ОА = (^і ~ Ц ^ + ^і"^^ 
(х2 хД (х2 Х|)

Следовательно, ОА = і • ОВ + з • ОС, где ^ и в — соответствующие чис­
ла. По признаку из пункта 4.7 получаем, что векторы ОА, ОВ и ОС 
компланарны, но это противоречит условию.

Таким образом, предположение о существовании различных пред­
ставлений вектора ОР в виде линейной комбинации векторов ОА, ОВ и 
ОС приводит к противоречию.

Единственность разложения вектора по трём некомпланарным векто­
рам означает, что соответствующая линейная комбинация векторов не 
зависит от способа её нахождения.

Вопрос. Пусть ОА, ОВ, ОС, ОВ — четыре произвольных вектора про­
странства. Как доказать, что найдутся числа х, у, г, і такие, что 
хОА + уОВ + 2ОС + ЮВ = б, причём хотя бы одно из чисел х, у, г не равно 
нулю?
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4.10. ** Косоугольные системы координат. В пространстве можно 
вводить не только прямоугольные системы координат.

Пример 5. Пусть ОАВС — правильный тетраэдр с ребром а. Примем 
точку О за начало системы координат. Рассмотрим некомпланарные 
векторы а = О А, Ь = ОВ, с = ОС в указанном порядке. Тогда каждый век­
тор ОМ пространства можно единственным образом представить в виде 
линейной комбинации:

ОМ = ха + уЬ + хе.
Упорядоченную тройку чисел (х;у;г) будем считать координатами 

точки М в косоугольной системе координат при выборе в пространст­
ве базиса а,Ь,с и начала О.

Таким способом каждой точке пространства ставится в соответствие 
единственная тройка чисел (х; у, г), а каждой тройке чисел (х;у;г) ста­
вится в соответствие единственная точка М такая, что ОМ - ха + уЬ + 2С.

Вопрос. Как показать, что векторы (1; 1; 1), (1; 1; 0), (1; 0; 0) являют­
ся базисом в пространстве и определяют некоторую косоугольную систе­
му координат?

Контрольные вопросы и задания ■

1. Как определяется умножение вектора на число?
2. Какие свойства операции умножения вектора на число вы знаете?
3. Какие векторы называются коллинеарными?
4. Какие векторы называются сонаправленными?
5. Какие векторы называются противоположно направленными?
6. Приведите пример параметрического задания прямой.
7. В каком случае три вектора называются коллинеарными?
8. Что называется линейной комбинацией трёх векторов?
9. Объясните, почему любой вектор в трёхмерном пространстве можно 

единственным образом разложить по трём некомпланарным векторам.
10. ** Приведите пример косоугольной системы координат.

Задачи и упражнения ■

1. Дана трапеция АВСВ с основаниями АВ и ВС. Докажите, что век­
торы АВ и ВС коллинеарны.

2. Дана трапеция АВСВ, ММ — её средняя линия, АВ — основание. 
Докажите, что векторы АО и ММ коллинеарны.
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3. Медианы граней ЗАВ и ВАС тетраэдра 8АВС пересекаются в точках 
М и N. Докажите, что вектор MN коллинеарен вектору ВС.

4. В тетраэдре 8АВС точки М к N — середины рёбер 8В и 8С. Разло­
жите векторы АМ, ВЫ и МЫ по векторам 8А, 8В, 8С.

5. В треугольной призме АВСА1В1С1 диагонали грани ВВ^С пересе­
каются в точке М. Разложите векторы АМ,АгМ по векторам СА, ССѴ СВ.

6. * Докажите, что любые ненулевые сонаправленные векторы а и Ь 
удовлетворяют условию = Д , где через |а| и |Ь| обозначены длины век- 

торов а ио.
7. Пусть векторы а иЬ неколлинеарны. Определите числа х и у, если 

равны векторы:
а) 2ха - 4уЪ и (12 - 5у)а + (7 - х)Ь;
б) (4 - х)а + (7 + Зу)Ь и ха + 2хЬ;
в) (2х + ѣу)а + (2у + 1)Ь и 6а 4- хЬ;
г) Зха + уЬ и (у - 4)а + (10 - 5х)д.
8. Пусть векторы а иЬ неколлинеарны. Найдите число х, если колли­

неарны векторы:
а)(2х-1)а + 2^ и 5а + хЬ; б)(х-1)а + Ь и 2а - 2Ь;
в) 2а + (4х - 1)Б и (2х + 4)а + 9Ь; г) За + 2Ь и (2х + 3)а + (х + 1)Ь.
9. Определите, при каких х, у вектор АВ коллинеарен вектору СВ, если:
а) А(1;х;2), В(2;4;і/), С(1;3;2), В(0;1;4);
б)А(2;4;2х- 1), В(Зі/-2;1;0), С(2;1;4), В(3;0;1);
в)А(1;0;х), В(2;1;6), С(2;1;2), О(г/;2;4);
г)А(2;1;1),В(4х-1;2;4), С(3;2-і/;1), Д5;5;5).
10 .* Найдите вектор единичной длины, сонаправленный вектору АВ, 

если:
а)А(1;2;1), В(6;5;4); б)А(1;2;2), В(4;1;0);

в)а(1;і;М в(І44); г)а(і;і;|), в(і;1;4
11 . Найдите параметрическое задание прямой, параллельной оси Ох и 

проходящей через точку (1;1;1).
12 . Найдите параметрическое задание прямой, параллельной векто­

ру АВ и проходящей через точку С, если:
а)А(0;0;0), В(0;1;0), С(2;1;2); б) А(1;1;2), В(1;4;3), С(1;2;0);
в)а(1;|;0), в(1;3;|), С(1;0;1); г)а(1;|;|), в(|;0;-|), С(2;1;6).

■ 118



§ 4. Разложение векторов по составляющим ■

13 .* В параллелепипеде АВСВА-^ВуС^В.^ с основанием АВСВ и боковы­
ми рёбрами ААР ВВѴ ССѴ ВВХ точки М, N, К расположены соответ­
ственно на рёбрах СВ, СВ, ССХ так, что СМ = ^СВ, СК = ^СВ, СК = ^СС1. 

Выразите через векторы а =АВ, Ь =АВ, с =ААг следующие векторы:

а) АМ, АК, АК; б) В^М, ВгК, ВК; в) МЫ, КК, КМ.
14 .** В четырёхугольной пирамиде 8АВСВ, основанием которой яв­

ляется параллелограмм, точки М, К, К расположены соответственно на 
рёбрах СВ, СВ, С8 так, что СМ = ^СВ, СК = ^СВ, СК = -^СВ. Выразите о 4 о
через векторы а =АВ, Ь-АВ, с =А8 следующие векторы: МК, КК, КМ.

Тесты ■

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Медианы грани SAC тетраэдра SABC пересекаются в точке М. 

Как выражается вектор СМ через векторы СА, СВ и CS?

1) ^СА + ^СВ + ^CS 2) ^СА + ^СВ + |cS
Z Z ООО

3) ~CÂ + fes 4) ^СВ + ^CS
ОО ОО

1.2. Какой из векторов имеет единичную длину и сонаправлен с векто- 
ромАВ, если А(2;1;2), В(6;5;4)?

ijl.l.^ 941111 Щ^.^.^
42’2’2/ 4з’3’3/ 42’2’3/ 4б’3’2/

1.3. Укажите параметрическое задание прямой, параллельной оси 
абсцисс и проходящей через точку (1;1;1).

l)x = l + t,y = l + t,z = l + t 2) x=l + t,y=l,z=l
3) х - 1, у - 1 + t, z - 1 4) х - 1, у - 1, z - 1 + t
1.4. Прямая, проходящая через точку А(5;0;-3), задана параметри­

чески: х = 5 - t, у = 3t, z = -3 + 2t. Чему равна длина отрезка АВ, если 
точка В соответствует значению параметра t = -V2?

1)2^7 2)7^2 3)4^7 4)2^14

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Какие операции из приведённых можно выполнять с векторами?
1) сложение 2) вычитание 3) умножение 4) деление
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2.2. Какими свойствами обладает равенство векторов в пространс­
тве?

1) если АВ = СЬ, то |АВ| = |СР| 2) если |АВ| = \СО\, то АВ = СО
3) если АВ = СБ, тоАС = ВО 4) если АВ 11 СВ, то АВ = СО
2.3. Что называется координатами вектора АВ с началом А(а1;Ь1;с1) и 

концом В(а2;Ь2;с2)?
1) множество чисел {а2 - ах\Ь2 - Ь1;с2 - сг}
2) упорядоченная тройка чисел (п2 - а^,Ь2 -Ъ^,с2- с^
3) множество чисел {п2 + а^,Ъ2 + Ъ^,с2 + с^
4) упорядоченная тройка чисел (а2 -I- а^,Ъ2 + Ъ^,с2 + с^)
2.4. Пусть две прямые заданы параметрически формулами х = агі, 

у = Ь^, 2 = с^ и х = 1 + а2і, у =1 + Ь2і, 2 = 1 + с2С В каких случаях прямые 
параллельны?

1) ах = Ъх = 0, с1 + 0, а2 + О, Ь2 = с2 = О
2) а^ — а2 = Ъ-^ — Ь2 = с^ — с2 = О
3) П^ — Н2, ^1 — ^2’ ^1 — ^2

4) аі _ 2 ’ ^і “ 2 ’ С1 ~ 2

■ § 5. СВОБОДНЫЕ ВЕКТОРЫ

5.1. Свободные векторы. Как и на плоскости, в пространстве опре­
деляют свободные векторы.

Если взять вектор ОА, связанный с фиксированной точкой О, то все 
векторы пространства, равные ОА, считают единым математическим 
объектом, который называют свободным вектором. Равные между собой 
векторы представляют один и тот же свободный вектор.

Таким образом, каждый свободный вектор является множеством рав­
ных между собой связанных векторов. Любой из связанных векторов, 
входящих в это множество, будем называть представителем, или изоб­
ражением свободного вектора.

Свободный вектор однозначно определяется по любому своему изобра­
жению.

Для записи свободного вектора а по его изображению МЫ будем иног­
да использовать следующее обозначение: а = \мы\.

Два свободных вектора равны, если они имеют общего представителя 
(или общее изображение).
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Вопрос. Как доказать, что [Аб] = [СП] тогда и только тогда, когда 
АВ = СЬ?

5.2. Длина и направление свободного вектора. Для свободного 
вектора определяют понятия длины и направления.

Длиной свободного вектора а является длина его представителя.
В частности, нулевой свободный вектор б = [аа] имеет длину 0.
Зафиксируем некоторую точку О. Вектор а можно изобразить век­

тором ОМ, связанным с точкой О, причём если вектор а ненулевой, то 
точка М не совпадает с точкой О. Для задания направления ненулево­
го вектора а с представителем ОМ достаточно указать луч ОМ. На­
правление вектора а можно указать также с помощью точки пересече­
ния луча ОМ со сферой единичного радиуса, центр которой совпадает 
с точкой О.

Вопрос. Как определить сонаправленные и противоположно направ­
ленные свободные векторы в пространстве?

5.3. Сумма свободных векторов. Сумму свободных векторов оп­
ределяют с помощью их представителей. При этом известное «правило 
треугольника» запишется в следующем виде:

[ав] + [вс] = [ас].
Вопрос. Как доказать, что сумма свободных векторов не зависит от 

выбора их представителей?
5.4. Разность свободных векторов. Разность свободных векторов 

определяют с помощью их представителей. При этом известное «прави­
ло треугольника» запишется в следующем виде:

[ов]-[оа] = [ав].
Вопрос. Как доказать это правило?

5.5. Умножение свободного вектора на число. Пусть а = [ом] и 
і — заданное число. В пункте 4.1 для связанного вектора ОМ был опре­
делён связанный с точкой О вектор ОК = і • ОМ. С помощью вектора ОК 
произведение іа определяется так:

Ш = [і ’ОМ] = [бк].
Вопрос. Как доказать, что произведение свободного вектора на число 

не зависит от выбора представителя?
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5.6. Коллинеарность свободных векторов. Два свободных векто­
ра а и Ь называются коллинеарными, если коллинеарны их изображе­
ния, связанные с одной точкой.

Определять коллинеарность двух свободных векторов можно с помо­
щью признака, аналогичного признаку коллинеарности связанных век­
торов.

Ненулевой вектор а и вектор Ь коллинеарны тогда и только тогда, 
когда Ь = іа, где і — некоторое число.

Вопрос. Как доказать, что изображения с началом в одной точке двух 
ненулевых коллинеарных свободных векторов лежат на одной прямой?

5.7. Компланарность свободных векторов. Три свободных вектора 
а, Ь, с называются компланарными, если компланарны их изображения, 
связанные с одной точкой.

Определить компланарность трёх свободных векторов можно с помо­
щью признака, аналогичного признаку компланарности связанных век­
торов.

Вектор с и неколлинеарные векторы аиЬ компланарны тогда и толь­
ко тогда, когда с = іа + зЬ, где і из — некоторые числа.

Вопрос. Как доказать, что три вектора компланарны, если два из них 
коллинеарны?

5.8. Разложение свободного вектора по трём некомпланарным. 
Для свободных векторов можно доказать теорему о разложении по трём 
некомпланарным векторам.

Пусть а, Ь, с — три некомпланарных свободных вектора простран­
ства. Тогда каждый свободный вектор т пространства можно предста­
вить в виде линейной комбинации векторов а, Ъ, с:

т = ха + уЬ + гс, 
где х, у, г — соответствующие числа.

Вопрос. Как доказать теорему о разложении свободных векторов по 
трём некомпланарным векторам?

5.9. ** Трёхмерность пространства. На прямой каждый вектор т 
можно выразить через один ненулевой вектор а в виде т = іа, где і — со­
ответствующее число. Это означает, что прямая одномерна.

На плоскости каждый вектор т можно выразить через два неколлине­
арных вектора а иЬв виде т = іа + зЬ, где і, з — соответствующие числа. 
Это означает, что плоскость двумерна.

В пространстве каждый вектор т можно выразить через три не­
компланарных вектора а, Ь и с в виде т = іа + зЬ + ис, где і, в, и — соот-
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ветствующие числа. Это означает, что изучаемое нами пространство 
трёхмерно.

Развитие математики привело к тому, что помимо привычного трёх­
мерного пространства рассматривают также четырёхмерное простран­
ство, пятимерное пространство и так далее. Геометрия многомерных 
пространств имеет как общие черты с геометрией трёхмерного про­
странства, так и различия. Основным инструментом изучения много­
мерных пространств являются векторы.

Вопрос. Назовём четырёхмерными векторами упорядоченные четвёрки 
чисел (х; у; г; t), где числа рассматриваются как координаты. Как можно 
определить операции сложения и умножения на число для таких векторов?

Контрольные вопросы и задания ■
1. Что такое свободный вектор?
2. Что называют изображением вектора а с началом в точке F?
3. Как определяется длина свободного вектора?
4. Как определяется направление свободного вектора?
5. Как определяется сумма двух свободных векторов?
6. Как определить разность двух свободных векторов?
7. Как определяется произведение свободного вектора на число?
8. Какие два свободных вектора называются коллинеарными?
9. Сформулируйте необходимое и достаточное условие коллинеарно­

сти двух ненулевых свободных векторов.
10. Как определяется компланарность трёх свободных векторов?
11. ** Докажите теорему о том, что любой свободный вектор можно 

единственным образом разложить по трём некомпланарным свободным 
векторам.

Задачи и упражнения ■

1 .* Докажите, что если координаты векторов АВ и CD равны, то век­
торы АВ и CD — представители одного и того же свободного вектора.

2 .* Докажите, что если АВ и CD — представители одного и того же 
свободного вектора, то координаты векторов АВ и CD равны.

3 .* Докажите, что если свободный вектор [АВ] коллинеарен свободно­
му вектору [CD] и свободный вектор [CD] коллинеарен свободному векто­
ру [^], то свободные векторы [ав] и [ef] коллинеарны.

4 .** Даны три свободных вектора АВ , [CD] и [ef]. Известно, что век­
торы кв] и [CD] коллинеарны. Докажите, что векторы [ав], [cd] и [ef] 
компланарны.
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5 .** Даны три свободных вектора [ав], [со] и [ер]. Известно, что век­
тор и является линейной комбинацией векторов [АВ.] и [сп]. Докажи­
те, что векторы[ав],[со]и [гг] компланарны.

6 . В кубе АВС ВА^С^В^ точки М и К — середины рёбер В1С1 и СВ со­
ответственно. Разложите по векторам а = [.АЛ,], Ь = [ВС^ с = [ВВ,]:

а)[лм]; б)[сЛ; в)ВД; г)[ю,]; д)[вм]; е)И

■ Тесты

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Пусть векторы а иЬ неколлинеарны. Укажите числа хну, если 

векторы 2х ■ а - 4у • Ь и (12 - 5у)а + (7 - х)Ь равны.
Я 5 -2 04 _ К 6 _31)х ^13’ V 13 2)х ^11’ У 11

5 _ 2 -К6 - 33)х —б^д, у— 4)х ^іі’ У її

1.2. В треугольнике АВС на стороне ВС точка М расположена так, что 
ВМ : МС = 1:3. Как выражается вектор АС через векторы а =АВ и Ь =АМ?

1)2а + 3& 2)4а + 4& ЗНа-^Ь 4)-За + 4д' 4 4 4 4 '
1.3. Пусть а = (-1;3;-3), Ь = (2;-2;2), с = (3;-1;1). Какие координаты 

имеет вектор а - 2Н Зс?

1)(-4;-4;-4) 2)(4;-4;4) 3)(4;4;-4) 4)(-4;4;-4)

1.4. При каком значении і вектор с = (1;2;0 компланарен с векторами 
а = (0;1;2) и д = (1;0;3)?

1)^ = 3 2)^ = 5 3)^ = 7 4)^ = 9

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Векторы а =АВ и Ь =АС неколлинеарны, к АМ = ха + уЬ. При ка­

ких значениях х, у точка М лежит на отрезке ВС?
14 1 1 04 3 2 04 1 2 5 3
1)^=4» У=2 2)х= $, у=ь 3)х=$, у=з 4)х=д, у=%

2.2. Пусть а = (0;1;1), Ь = (1;1;1). Какие из указанных векторов с 
компланарны вместе с векторами а и &?

1) с = (-2;3;3) 2) с = (3;-2;3) 3) с = (-4;-4;2) 4) с = (2;-4;-4)
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2.3. Пусть А(0;1;-2), В(-1;0;1). Какие из точек с указанными коорди­
натами лежат на прямой АВ?

1)(5;-4;-12) 2)(-2;-1;4) 3)(4;5;-10) 4)(-3;-3;7)
2.4. Векторы а = ЗА, Ь = 8В, с = 8С некомпланарны, и 8М = ха + уЬ + гс. 

При каких значениях х, у, г точка М лежит внутри пирамиды 8АВС?

^} ^с ~ У ^, ^ 3 х — 2 ~ У ~
2 33)у = 2 = ^, Х=& 4)х = у = 2=^

Мини-исследования к главе 4 ■

Мини-исследование 11
Определим в координатном пространстве с началом О гомотетию с 

центром О и коэффициентом к, где к> 0, как такое преобразование, при 
котором точка М с координатами (а; Ь; с) переходит в точку М1 с коорди­
натами (іа; іЬ; іс). Докажите, что преобразование гомотетии:

а) пару различных точек А и В переводит в такую пару точек А1 и Вѵ 
что А1В1\\ АВ и |AB1| = ^|AB|;

б) отрезок переводит в параллельный ему отрезок;
в) прямую переводит в параллельную ей прямую;
г) треугольник переводит в подобный ему треугольник;
д) сферу радиуса R переводит в сферу радиуса кВ.

Мини-исследование 12
Как по изображениям на эпюре трёх соседних вершин правильного 

шестиугольника построить изображение всего шестиугольника?
Предлагается провести построение по следующей схеме:
1) используя теорему о пересечении диагоналей параллелограмма, по­

казать, как по изображениям трёх вершин параллелограмма построить 
изображение четвёртой;

2) по методу, полученному в предыдущем пункте, построить центр 
правильного шестиугольника;

3) построить изображения остальных вершин.

Мини-исследование 13
Даны две точки А(х1;у1;г1) и В(х2;у2;г2). Точка С расположена на пря- 

А.С тмой АВ так, что = —. Найдите координаты точки С, рассмотрев два 
случая:

1) точка С лежит на отрезке АВ; 2) точка С лежит вне отрезка АВ.
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Глава
ИССЛЕДОВАНИЕ ФУНКЦИЙ

В этой главе мы рассмотрим приближения функций линейными функциями, 
приведём теорему Лагранжа о среднем, установим связь производной с воз­
растанием и убыванием функции. Будут указаны основные этапы исследова­
ния функций, рассмотрены примеры построения графиков функций и приме­
ры задач на нахождение наибольших и наименьших значений.

■ § 1. ТЕОРЕМА ЛАГРАНЖА О СРЕДНЕМ

1.1. Приближение значения функции с помощью производной. 
При изучении функций мы несколько раз говорили о касательных. Ка­
сательная представляет из себя прямую, являющуюся графиком некото­
рой линейной функции. Оказывается, что в некоторой окрестности точ­
ки касания значения этой линейной функции дают достаточно хорошие 
приближения для значений самой функции.

Рис. 1

Пример 1. Рассмотрим функцию /(х) = '[х, 
определённую на числовом луче [0; Д. Заме­
тим, что /'(х) = -Д=. Далее, при х = 1 имеем 

2\х
/(1) = 1, /'(1) = к, поэтому уравнение каса- 

тельной к графику функции /(х) = л/х в точке

(1;1) имеет вид у = /(1) + /'(1)(х - 1), то есть

у 2 х+ 2*
Изображая график функции /(х) и каса­

тельную, получаем рис. 1.
Выберем теперь такое ненулевое приращение Ах, для которого 

1 -I- Ах > 0. Для сравнения значения функции/(х) = ии значения урав­
нения касательной ^х) = ^х + ^ б точке 1 + Ах рассмотрим разность 

/(1 + Ах) - ^(1 + Ах) и получим /(1 + Ах) - ^(1 + Ах) = VI + Ах - 
- 1^(1 + Ах) + | = Д + Ах - 1 + к Ах

Из существования производного числа функции/(х) в точке х = 1 сле­
дует, что для всякого положительного числа е существует такое положи-
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тельное число 5, что как только |Ах| < 6, то выполняется неравенство
/(1+Ах)-/(1)

Ах < є. Домножив обе части этого неравенства на |Ах|, по-

І4 , ѴТ+Ах-1 
лучим |Ах| • -------------

Поэтому, если |Ах| < 5, то

^ < Ах • е < 8 • е и ^1 + Ах - 1 + І • Ах

1/(1 + Ах) - ^(1 + Ах)| = кі + Ах - (1 + |ах| < 8 ' є.

5 • Е.

Отсюда следует, что значение функции/(х) в точке 1 + Ах отличается

от значения уравнения касательной ^(х) = ^ ^ 2 в точке 1 + Ах не более 
чем на 5 • е.

Таким образом, значение /1 + Ах приближённо равно значению

1 + к Ах, причём абсолютная погрешность приближения не превосходит 

значения 8 • Е. Например, при е = 1 соответствующая абсолютная по­
грешность не превосходит числа 5; при е = 0,1 соответствующая абсо­
лютная погрешность не превосходит числа 0,1 *5; при е = 0,001 соот­
ветствующая абсолютная погрешность не превосходит числа 0,001 • 5. 
Аналогично при других Е > 0.

Иногда в этом случае говорят, что ошибка приближённой формулы 
Д + Ах ~ (1 + ІАхі мала по сравнению с |Ах|.

Подобные рассуждения можно провести для любой функции Л(х), 
имеющей производную в точке а: из существования призводного числа 
Н'(а) функции Ь(х) в точке х = а следует, что для всякого положитель­
ного числа Е существует такое положительное число 5, что как только 
|Ах| < 8, то выполняется неравенство |Л(а + Ах) - (И(а) + й'(а)Ах)| < 8 • е.

Отсюда следует, что значение функции Л(х) в точке а + Ах отличает­
ся от значения уравнения касательной р(х) = Н(а) + Ь'(а) • (х - а) в точке 
а + Ах не более чем на 8 • е.

Таким образом, значение к(а + Ах) приближённо равно значению 
Ь(а) + к'(а) • Ах, причём абсолютная погрешность приближения не пре­
восходит значения 5 • Е.

Как в примере 1, и в общем случае говорят, что ошибка приближён­
ной формулы Ь(а + Ах) = (Н(а) + И'(а) • Ах) мала по сравнению с |Ах|.

Вопрос. Как доказать, что (1 + х)3 ~ 1 + Зх, причём ошибка мала по 
сравнению с |х|?
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1.2. Теорема Лагранжа. Справедливо следующее утверждение.
Теорема Лагранжа. Пусть функцияДх) определена и непрерывна на 

отрезке [а; Ь] и имеет производную в каждой точке интервала (а; Ь). Тог­
да найдётся точка с из (а; Ъ) такая, что

ДЬ)-Да)=Д(с)-(Ь-а). (1)
Теорема Лагранжа позволяет через производную выразить разность 

значений функции в концах отрезка числовой прямой. Формулу (1) на­
зывают также формулой конечных приращений.

Доказательство теоремы Лагранжа мы приводить не будем.
Формулу (1) можно записать также в виде

Гіс^^ДД. (2)

Левая часть /'(с) полученного равенства равна наклону касательной, 
проведённой к графику функции Дх) в точке с абсциссой х = с. Правая 

Да)-ДЬ)часть -— равна наклону прямой, проходящей через крайние точ­

ки (а;Да)) и (Ь;ДЬ)) графика функции Дх) 
на отрезке [а;Ь]. Равенство наклонов прямых 
означает, что эти прямые параллельны. Поэ­
тому геометрический смысл теоремы Лагран­
жа состоит в том, что найдётся точка графика 
функции Дх), для которой проведённая в этой 
точке касательная параллельна хорде, соеди­
няющей крайние точки функции Дх) на от­
резке [а; Ь] (рис. 2).

Вопрос. Каков геометрический смысл тео­
ремы Лагранжа при условии Да) = ДЪД

1.3. ** Оценка погрешности приближённой формулы. Теорема 
Лагранжа позволяет получить оценку абсолютной погрешности прибли­
жённой формулы

Дх)^/(а)+/\а)(х-а). (3)

Пусть функция Дх) имеет производную в каждой точке некоторой 
5-окрестности числа а. Тогда функция Дх) определена и непрерывна в 
этой окрестности. Поэтому для любого значения Ь из 5-окрестности на 
отрезке с концами Ь и а выполняются все условия теоремы Лагранжа. 
Это значит, что для числа Ь существует такое число с из интервала В(Ь;а)
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с концами Ь и а, что выполняются равенства ДЬ) -/(а) = Д(с)(Ь - а), 
где с — некоторая точка между Ь и а. Отсюда \ДЬ) -/(а) -Д(а)(Ь - а)| = 
= І/^ХЬ “ а) ~/'(а)(Ь - п)| = |/'(с) -Д(а)\ ' \ Ь - а\. Поскольку точка с про­
межуточная между Ь и а, то число |/'(с) -/'(а)| не превосходит наиболь­
шего значения выражения \/Д) ~/\а)\, рассматриваемого для всех 
значений і из отрезка с концами Ь и а, которое обозначим через М. Это 
позволяет оценить абсолютную погрешность указанной выше формулы 
следующим образом:

^(х) -Да) -Д(а) -(х-а)\<М-\х~ а\. (4)
іеВ(х;а)

Пример 2. Оценим абсолютную погрешность формулы ^Т+~х ~ 1 + -^х 
1 2

при 0 < х < ^.
111Пусть Дх) = 4+4. Тогда /'(х) = —г=,/'(0) = т? и при 0<х< „ имеем 

2\1+х

|^’-Я0)| 44^414 -24^4 --Х4 Х^-0^
2

вательно, |/'(с) -/'(0)| < если 0 < с < ^ Поэтому наибольшее значение

М выражения |/'(0 -/'(0)| на промежутке [о; ^ не больше ^, и из нера­

венства (4) для абсолютной погрешности заданной формулы получим
оценку:

4 + х -1 і
2х 10ІХ' 20'

Вопрос. Какова абсолютная погрешность формулы 4 + х ~ 1 + ^х
при - |<х<0?

1.4. Условия монотонности функции. Теорема Лагранжа позволяет 
доказать следующее утверждение.

Теорема. Если функция Дх) имеет положительную производную в 
каждой точке промежутка Б, то функция Дх) строго возрастает на этом 
промежутке. Соответственно если функция Дх) имеет отрицательную 
производную в каждой точке промежутка Б, то функция Дх) строго 
убывает на этом промежутке.

Оба утверждения теоремы доказываются аналогично, поэтому рас­
смотрим только первое из них. Пусть/'(х) > 0 при всех х е Б. Возьмём 
две произвольные точки хр х2 из Б такие, что хг < х2. Тогда на отрезке
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[Хр х2] функция/(х) определена, имеет произ­
водную и поэтому непрерывна. Следователь­
но, можно применить теорему Лагранжа и 
записать равенство /(х2) -/(хД = /'(с)(х2 - хД 
для подходящего числа с из интервала (хг; х2). 
Поскольку точка с лежит в интервале (хт; х2), 
то она принадлежит промежутку Л, а поэ­
тому /'(с) > 0. Из неравенства х1 < х2 следу­
ет, что х2 - хх > 0. Значит, /(х2) -ДхД = /'(с) 
(х2 - хт) > 0, то есть/(х2) >/(хД.

Пример 3. Функция /(х) = 4(х3 + х) опре-

делена, непрерывна и имеет производную на всей числовой прямой, при- 
чём /'(х) = х2 + ^ > 0 при всех х. Из теоремы этого пункта следует, что 
функция/(х) строго возрастает на всей числовой прямой. График функ­
ции /(х) = ^(х3 + •*) выглядит примерно так, как изображено на рис. 3.

Вопрос. Как доказать второе утверждение теоремы из этого пункта?
1.5. ** Обобщённое неравенство Бернулли. Докажем, что при 

г > 1 для всех х > -1 выполняется неравенство

(1 + х)г > 1 + гх.

Для доказательства рассмотрим функцию /(х) = (1 + х)' - (1 + гх), 
определённую и непрерывную на промежутке [-1; ©°). Заметим, что 
для производной выполняются соотношения: /'(х) = г • (1 + х)'"1 - г = 
= г • ((1 + х)г1-1).

Если х = 0, то /'(0) = 0; если -1 < х < 0, то 
/'(х) < 0; если х > 0, то/'(х) > 0. Из теоремы пре­
дыдущего пункта следует, что на промежутке 
(-1; 0) функция /(х) строго убывает, а на про­
межутке (0; ©°) строго возрастает. Поэтому гра­
фик функции /(х) = (1 + х)г- (1 + гх) выглядит 
примерно так, как изображено на рис. 4, и зна­
чение /(0) = 0 является наименьшим значением 
функции/(х) на промежутке [-1; ©°), то есть для 
всех х из промежутка [-1; ©°) выполняется нера­
венство (1 + х)г - (1 + гх) > 0.
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Таким образом, при г > 1 для всех х > -1 выполняется неравенство 
(1 + х)г > 1 + гх, которое является обобщением известного неравенства 
Бернулли для натурального показателя степени на случай произвольно­
го показателя г > 1.

Пример 4. Если взять любое положительное число а, то ос + 1 > 1, 

а і > 0 и (ос + 1) • а + і - 1- Поэтому для любого положительного чис- 
/ 1 \а +1ла ос выполняется неравенство 11 + ^ + ^ I ^2.

Вопрос. Как доказать, что при 0 < г < 1 выполняется неравенство 
(1 + г)г < 1 + гг при всех г > -1?

Контрольные вопросы и задания ■

1. Какой вид имеет уравнение касательной к графику функции /(х) в 
точке а?

2. Как получить приближённое значение функции с помощью урав­
нения касательной (на примере)?

3. Сформулируйте теорему Лагранжа.
4. В чём состоит геометрический смысл теоремы Лагранжа?
5. ** Как оценить погрешность приближённой формулы /(х) = /(а) + 

+Г(а) • (х - а)?
6. Сформулируйте и докажите теорему о строгом возрастании функ­

ции на промежутке.
7. Сформулируйте теорему о строгом убывании функции на проме­

жутке.
8. ** Сформулируйте неравенство Бернулли для показателя степени, 

большего 1.

Задачи и упражнения ■
1. Найдите производную от функции/(х) и значение производной при

х = а, если:
а)/(х) = (х + I)6, п = -2; 

в)/(х) = с 2х, а = 4;

д)*/(х) = ^х2 + 9, а = 4;

ё)*/(х) = соэ22х, а = 

з)**/(х) = 1п^,а = |;

б)/(х) = зіпЗх, а = |; 

г)/(х) = 2Ѵх, а = 1;

е)**/(х) = ѴінПйтЛх, а =

Ѵ2 ж)**/(х) = соз(агсзіпх), а = -£-; 

и)**/(х) = 1п(х + Ух2 + 1), а = |.
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2. Составьте уравнение касательной к графику функции/(х) в точке с 
абсциссой а, если:

a)ZO) = О — 2)2, а = 4;
B)/W - х^, а = 4;

д)*/(х) - ^х + 3, а = 3;
Отт 

ё)**/(х) = cos3x, а-у!

б) /(х) = х3 - х2 + х - 1, а = -1; 
г)/(х) = х+1,а = 1;

е)*/(х) = Ѵ1 - х3, а = -2;

ж)**/(х)-2х,а-2.

3.** Для приближённой формулы f(x) = f(a) + f'(a)(x - а) оцените по­
грешность при \х - а\<Ь, если:

а)/(х) = х2, а = 2, b = 0,5;
в)/(х) = ^іх, а = 8, b = 1;

б)/(х) = sinx, а = 0,Ь = 0,1;

r)/W = 1п(1 + х), а = 0, b = 0,1.
4. Найдите промежутки возрастания и промежутки убывания для 

функции:
a)f(x) = 2х2 - 4х + 1; 

в)/(х) = Зх2 + 7х - 5;

б)/(х) = -4? + 2х-3;
г)*/(х)=х21_4;

Д)Ѵ«- г L;
X —х+1 с) Л1)‘(і-1Хх-2)'

5.* Найдите промежутки возрастания и промежутки убывания для 
функции:

а)/(х) =sinx; 6)/(x) = cosx; B)/(x)=tgx.

■ Тесты

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Какой вид имеет уравнение касательной к графику функции 

/(х) = 2х2 - х + 1, проведённой через точку графика с абсциссой х = 1?
1) і/= 2 + 3(х - 1)
3) і/= 2 - 3(х - 1)

2)г/ = 3-2(х- 1)
4) і/= 3 + 2(х - 1)

1.2. Какой вид имеет формула конечных приращений для функции 
/(х) = л/х на отрезке [а;Ь], где а > 0, Ь > 0, с — соответствующая точка ин­
тервала (а; Ь)?

1) ‘ (Ъ - а) 2) у[ь - у/а =■ (Ь - а)
2ус

3)^~'[а = -^='(Ь - а) 4) у[ь - у[а = 2у[с ■ (Ь - а)
ус
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1.3. Какой вид имеет уравнение касательной к графику функции 
/(х) = эіп 2х + 1, проведённой через точку графика с абсциссой х = л?

1) у = 2(х- л) 
3)у = 1 4 2(х - л)

2) у = 2х
4)у = 2(л - х) + 1

1.4. Какой вид имеет формула конечных приращений для функции 
/(х) = cos2x на отрезке [а;Ь], где с — соответствующая точка интервала 
(а;Ъ)?

1) cos 2Ъ - cos 2а = sin 2с -(b - а)
2) cos 2Ъ - cos 2а = 2sin 2с • (b - а)
3) cos 2Ъ - cos 2а = sin 2с -(а - Ь)
4) cos 2b - cos 2а = 2sin 2с • (а - b)

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. ** Какие из указанных неравенств являются верными при каж­

дом х > 0:
1)^(14х)2<14|х 2)^T+rf>14 jx

з)^Ї4^>і4|х 4)^(1 + x)4<14|x 
О

2.2. В каких случаях производные вычислены верно?
cosVx2) I sin\xl - ----- =-

1 7 2^

3) cos (x2 + 1)' = 2x sin(x2 4- 1) 4,Ш=-Зе"
2.3. В каких из указанных случаев формула Лагранжа f(b) - f(a) = 

=fXc) ’ (b - а) неприменима?
l)/(x) = H<i = -2,J = 2 2)/(x) = tgx,a = ^,& = ^

3)/(x) = arctgx, a = -100, b = 100 4)/(x) = 4 a = -100, b = 100
X

2.4. ** Какие из указанных неравенств являются верными при каж­
дом х > 0?

i)^45xj<i4x 

3)^B5xj«>146x

2) V(1 + 5х) > 1 4 х

4) V(1 + 5х)6 < 1 + 6х
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■ § 2. ОСНОВНЫЕ ЭТАПЫ ИССЛЕДОВАНИЯ ФУНКЦИЙ

2.1. Графики функций и их построение. При изучении функций 
мы неоднократно использовали их геометрическое изображение — гра­
фики. Обозримость и наглядность графика делают его незаменимым 
вспомогательным средством исследования функции.

Заметим, что графики функций изображают приблизительно, пере­
давая общий вид и характерные особенности поведения функций. При 
необходимости в каждой конкретной точке можно вычислить значение 
функции и проверить соответствие с рисунком графика. Однако боль­
шинство свойств графика обычно требуют обоснования.

Способ построения графика по точкам, который применялся на­
чиная с младших классов, нельзя считать совершенным. Дело в том, 
что мы можем вычислить значения функции даже в большом коли­
честве точек, но этих значений может оказаться недостаточно для 
правильного представления о характере поведения функции. На­
пример, предположим, что мы по точкам строим график функции 
у = 1 + зіп12х. Перебирая значения х = О, х = ± х = ±|; х = ±|; х = ±|; 

х = 2Ъс, к е 7 и так далее, мы каждый раз будем получать значение фун­
кции, равное 1. Исходя из этого можно вообразить, что графиком функ­
ции і/ = 1 + зіп12х является прямая г/ = 1 (рис. 1). Однако это неверно, и 
более детальное исследование приводит к графику, изображённому на 
рис. 2.

Чтобы построить график функции, отражающий основные законо­
мерности её поведения, необходимо провести исследование функции.

У
2

1

л л л л О
2 3 4 6

лХ 
2

Рис. 2Рис. 1
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Вопрос. Какое предположение о графике функции может напраши­
ваться, если вычислить значения функции у = х2(х2 - 1)(х2 - 4)(х2 - 9) в 
семи точках: при х = 0, х = ±1, х = ±2, х = ±3?

2.2. Области определения и непрерывности. Первым этапом ис­
следования функции можно считать нахождение её естественной облас­
ти определения и промежутков непрерывности. За редким исключени­
ем будут рассматриваться такие функции, которые непрерывны на всей 
области определения. Каждый случай наличия разрывов будет оговари­
ваться особо.

На графике свойство непрерывности функ­
ции отражается в том, что на каждом из про­
межутков области определения график изоб­
ражается неразрывной линией.

тт 1Например, функция У - ~ определена при 
х ^ 0 и непрерывна в каждой точке области 
определения. Это приводит к тому, что гра- 

фик функции У = ~ изображается двумя не­
разрывными линиями (рис. 3).

Вопрос. Каким числом неразрывных ли-

ний изображается график функции у = х(х2-1)’
2.3. Промежутки знакопостоянства и нули функции. Ещё один 

этап исследования функции состоит в нахождении нулей и промежутков 
знакопостоянства.

Нулями функции /(х) называют корни уравнения /(х) = 0. Каждому 
нулю функции соответствует точка графика, ордината которой равна 
нулю. Каждая такая точка лежит на оси абсцисс. Поэтому нули функ­
ции позволяют определять пересечение графика с осью Ох.

Решая неравенство/(х) > 0, мы получим значения х, при которых зна­
чения функции положительны. Поэтому ординаты соответствующих то­
чек графика положительны и такие точки лежат в полуплоскости у > 0. 
Каждый из промежутков, на котором значения функции /(х) положи­
тельны, иногда называют промежутком положительности функции 
/(*)•

Аналогично, решая неравенство /(х) < 0, мы получим промежутки 
отрицательности функции/(х).
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Вместе промежутки положительности и промежутки отрицательнос­
ти называют промежутками знакопостоянства функции/(х).

Пример 1. Рассмотрим функцию Дх) = Х^* + ^- Эта функция опреде­

лена при х ^ -1.
Решая уравнение ^—1) = о, получаем хт = 0, х2 = 1. В точках с таки­

ми абсциссами график пересекает ось Ох.

Решая неравенство х(х - 1) 
х + 1 > 0, получаем множество (-1;0) и (1;°°).

Промежутки (-1;0) и (1;~) являются промежутками положительности

Рис. 4

/(х). Решениями неравенства < 0 явля­

ются все оставшиеся точки области определе­
ния, то есть точки множества (-оо;-1) и (0;1). 
Промежутки (-оо;-1) и (0;1) являются проме­
жутками отрицательности/(х).

Проведённое исследование позволяет пос­
тавить две точки (0;0) и (1;0) графика и отме­
тить те области, в которых лежат оставшиеся 
точки графика (рис. 4).

Вопрос. Какие нули, промежутки поло­
жительности и промежутки отрицательности 
имеет функция у = х3 - X?

2.4. Промежутки монотонности. Ещё один этап исследования фун­
кции состоит в нахождении промежутков монотонности, то есть проме­
жутков возрастания и промежутков убывания функции. Это исследова­
ние основывается на теореме пункта 1.4. Если вычислить производную 
/'(х) функции /(х), то, решая неравенство/'(х) > 0, можно найти проме­
жутки строгого возрастания, а решая неравенство/'(х) < 0, можно найти 
промежутки строгого убывания функции/(х).

Пример 2. Найти промежутки монотонности функции/(х) = х3 - Зх.
Функция определена при всех х. Вычислим/'(х) = (х3 - Зх)' = Зх2 - 3 и 

решим неравенство /'(х) > 0: Зх2 - 3 = 0, х2 - 1 > 0, х е (-<»; -1) и (1; ~). 
Далее решим уравнение /\х) = 0 и получим хг = -1, х2 = 1. Для х из ин­
тервала (~1;1) выполняется неравенство /'(х) < 0. После этого можно 
сделать вывод, что функция/(х) = х3 - Зх строго возрастает на интервале 
(-оо; -1), строго убывает на интервале (-1; 1), строго возрастает на интер-
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вале (1; оо). Такой характер поведения функции можно записать в виде 
следующей символической таблицы.

X (-оо; -1) -1 (-1; 1) 1 (1; °°)

/'(*) >0 0 <0 0 >0

/(X)
строго 

возрастает
строго 

убывает
строго 

возрастает

Вопрос. Как доказать, что функция 
/(х) = х3 - Зх строго убывает на отрезке [-1; 1]?

2.5. Локальные минимумы и максиму­
мы функции, точки экстремума. Исследо­
вание функции на возрастание и убывание 
позволяет определить её точки локального 
максимума и локального минимума.

Пример 3. Рассмотрим функцию /(х) = 
= х3-Зх на интервале (-2;0). Фун­
кция непрерывна на этом ин­
тервале, на промежутке (-2; -1)
возрастает и на промежутке (-1; 0) убы­
вает. Поэтому значение /(-1) = 2 является наибольшим из всех 
значений /(х) для х е (-2; 0). Это можно увидеть, если вычислить 
/(-2) = -2, /(0) = 0 и изобразить часть графика функции (рис. 5). 
Однако число 2 не может быть наибольшим значением функции 
/(х) = х3 - Зх , если её рассматривать на всей числовой прямой. Дей­
ствительно, нетрудно указать значение/(х), которое больше 2. Напри­
мер,/(10) = ІО3 - 3 • 10 = 970 > 2. Тем не менее на интервале (-2; 0) точ­
ке х = -1 соответствует характерная особенность данной функции.

Точка а называется точкой локального максимума функции /(х), 
если область определения включает в себя такой интервал и, содержа­
щий точку а, что при всех значениях х из I/ выполняется неравенство 
/(а) >/(х).

Точка а называется точкой локального минимума функции /(х), 
если область определения включает в себя такой интервал и, содержа­
щий точку а, что при всех значениях х из и выполняется неравенство 
/(«) </(х).

Точки локального максимума и минимума иногда называют точками 
локального экстремума.

Вопрос. Какие точки экстремума имеет функция/(х) = х2- 4х + 1?
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2.6. * Пределы функции справа и слева. При исследовании поведе­
ния функции вблизи граничных точек области определения оказывают­
ся удобными понятия пределов справа и слева.

Пусть функция/(х) определена на множестве В. Возьмём такую точ­
ку а, что некоторая её правая окрестность, то есть интервал (а; а'), где 
а' > а, принадлежит множеству В. При этом сама точка а может и не 
лежать в области определения данной функции.

Число М называется пределом функции /(х) при х, стремящемся к 
числу а справа, если для каждого положительного числа є найдётся 
такое число 5 > 0, что при всех х, удовлетворяющих условиям х Е В и 
а < х < а + 5, выполняется неравенство |/(х) - М | < е.

Обычно предел функции /(х) при х, стремящемся к числу а справа, 
обозначают через Ііт /(х).

хча+О

Число М называется пределом функции /(х) при х, стремящемся 
к числу а слева, если для каждого положительного числа є найдётся 
такое число 5 > 0, что при всех х, удовлетворяющих условиям х Е В и 
а - Ъ < х < а, выполняется неравенство |/(х) - М | < е.

Аналогично предел функции/(х) при х, стремящемся к числу а слева, 
обозначают через Ііт /(х). Возьмём теперь такую точку а, что некоторая 

х—>а-0
её левая окрестность, то есть интервал (а"; а), где а"< а, принадлежит 
множеству В. При этом сама точка а может и не лежать в области 
определения функции/(х).

Отметим, что если в точке а существуют и левый и правый пределы
функции/(х), причём Вт /(х) = Вт /(х), то существует Вт/(х), который 

хча+О хча-0 х—>а
равен пределу справа и пределу слева.

Пример 4. Рассмотрим функцию /(х) = . Она
определена на множестве (-°°;1) и (1;°°). Исследуем
поведение функции вблизи граничной точки 1 облас-
ти определения.

I. Пусть х < 1. ТогдаДх) = ~ = -(х2 + х -I- 1). Поэ-

тому Вт Дх) - Вт (-(х2 + х + 1)) = -Вт(х2 4- х + 1) = 
х—>1-0 х—>1-0 х—>1

= -3. Следовательно, когда х приближается слева к 
числу 1, значения функцииДх) приближаются к чис­
лу -3 (рис. 6).
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х3— 1II. Пусть х > 1. Тогда /(х) = л---- -т = х2 + х + 1. Поэтому Ііт /(х) = |х-1| х^ЬО
= Ііт (х2 + х + 1) = 1іт(х2 + х + 1) = 3. Следовательно, когда х приближа- 
х^1+0 х->1

ется справа к числу 1, значения функции /(х) приближаются к числу 3 
(рис. 6).

Вопрос. Почему из равенства Ііт /(х) = Ііт /(х) следует существова- 
х—>а-0 хча+О

ние предела функции /(х) в точке а?
2.7 . Вертикальные асимптоты. Ещё один этап исследования функ­

ции состоит в установлении характера поведения функции вблизи гра­
ничных точек области определения.

Пример 5. Рассмотрим функцию /(х) = -^. Она определена на мно­

жестве (-°°;0) и (0;оо). Граничной точкой области определения является 
число 0, которое не входит в область определения, но является концом 
промежутков, на которых функция определена.

Для исследования поведения функции вблизи точки 0 рассмотрим два 
случая.

I. Возьмём достаточно близкое к нулю отрицательное значение х и 
вычислим /(х). Например, при х= -0,001 имеем/(-0,001) = -1000 000. 
Более того,/(х) <-ІО6 для всех х из промежутка (-103;0). Точно так же 
/(х)<-102* для всех х из промежутка (-10 ^;0). Аналогично, какое бы 
большое положительное число М мы ни взяли, для всех достаточно близ­
ких к нулю отрицательных значений х значение функции /(х) будет 
меньше числа -М.

Про такую особенность поведения функции /(х) говорят, что 
при х, стремящемся к нулю слева, значения /(х) стремятся к «минус 
бесконечности». Символически это можно 
записать в следующем виде: /(х) —> -°° при 
х<0 и х —» 0.

Геометрически полученная особенность 
означает, что по мере приближения пере­
менной х к нулю слева, точки графика при­
ближаются к оси Оу в её отрицательном на­
правлении. Более того, из убывания данной 
функции на промежутке (-°°;0) следует, 
что, выбирая всё более близкие к нулю отри­
цательные значения х, будем получать всё 
большие по модулю отрицательные значения 
/(х) (рис. 7).
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Рис. 10

II. Рассматривая достаточно близкие к нулю 
положительные значения х, заметим, что в этом 
случае значения функции /(х) могут оказаться 
сколь угодно большими по модулю отрицатель­
ными числами. Например,/(х)<-1012 для всех х 
из промежутка (0;10 6) и вообще/(х)<-102Л для 
всех х из промежутка (0; 10 А). И в этом случае, 
какое бы большое положительное число М мы ни 
взяли, для всех достаточно близких к нулю по­
ложительных значений х значение функции /(х) 
будет меньше числа -М.

Символически это можно записать в виде: 
/(х) —> -оо при х > 0 и х —> 0 (рис. 8).

Вертикальную прямую с уравнением х = 0, к 
которой приближаются линии графика, называ­
ют вертикальной асимптотой.

Пример 6. Рассмотрим функцию ^(х) = -—^—-3. 
(х—

Она определена на множестве (-оо;2) о (2;оо). 
Для исследования поведения функции вблизи 
граничной точки 2 рассмотрим два случая.

I. Заметим, что при х = 1,99 имеем 
£(1,99) =-ІО6 и ^(х)<-106 при всех х из проме­
жутка (2-Ю-2; 2). Для всех значений х из про­
межутка (2-10 А; 2) выполняется неравенство 
£(х)<-103\ И вообще, какое бы большое поло­
жительное число М мы ни взяли, для всех до­
статочно близких к числу 2 значений х < 2 зна­
чение функции ^(х) будет меньше числа -М.

Таким образом, при выборе достаточно близ­
ких к числу 2 значений х из промежутка (-°°;2) 
поведение функции ^х) похоже на поведение 
функции/(х) из примера 4, случай I (рис. 9).

Символически такое поведение функции 
можно записать в виде: ^(х) —>-°° при х<2 и 
х —> 2 (рис. 9).

II. Заметим, что при х = 2,001 имеем ^(2,001) = ІО9 и ^(х) >109 при 
всех х из промежутка (2; 2+103). Вообще, какое бы большое поло­
жительное число М мы ни взяли, для всех достаточно близких к
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числу 2 значений х > 2 значение функции ^(х) будет больше числа М.
Символически такое поведение функции можно записать в виде: 

£(*)->+оо при х> 2 и х —> 2 (рис. 10).
В этом примере вертикальной асимптотой графика функции является 

прямая с уравнением х = 2.
Вопрос. Какую вертикальную асимптоту имеет график функции

2.8. * Функции, стремящиеся к бесконечности. Будем говорить, 
что функция Дх), определённая на множестве В, стремится к +°о при 
х, стремящемся к а справа, если для каждого положительного числа М 
найдётся такое число 5>0, что при всех х, удовлетворяющих условиям 
х є Пиа<х<а + 8, выполняется неравенство Дх)>М.

В этом случае записывают, что/(х) —» +~ или Ііш /(х) = +°° (при а = 0 
х—>а+0 х—>а+0

можно использовать записиДх) —> +~ или Ііш Дх) = +°°). 
х->+0 х^+0

Функция Дх) стремится к -оо при х, стремящемся к а справа, если для 
каждого положительного числа М найдётся такое число 8>0, что при 
всех х, удовлетворяющих условиям х є В и а < х < а + 8, выполняется 
неравенство Дх)<-М.

В этом случае записывают, что/(х) —»-оо или Ііш Дх) = ~°° (при а = 0 
х—>а+0 х^а+0

можно использовать записиДх) —»-°° или Ііт Дх) = -°°). 
х—»+0 х—>+0

Аналогично определяются «пределы» +оо и -^ при х, стремящемся к 
а слева: Дх) -э+оо, Дх) —»-°°. При а —0 можно использовать записи 

х—>а-0 х—>а-0

Дх) —»+<*= ИЛИ Ііт /(х) = -оо. 
х->-0 х->-0

Пример 7. Покажем, что Ііт —х = +оо.
х^+0

Взяв произвольное положительное число К, получим, что неравенство
—2 >К выполняется при всех х, удовлетворяющих условиям 0<Х<-7=. 
х 1 1 *
Выбрав 8 = —г=, получим, что функция Дх) = —2 удовлетворяет определе-

нию 3 при х, стремящемся к 0 справа.
Пример 8. Покажем, что Ііт -— н х^2-о (х-2)3
Взяв произвольное положительное число К, получим, что неравен­

ство -—^з<-Аг при х<2 равносильно неравенству (х-2)3>-^. По- 
(х—2) К
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этому, выбрав 5= -т=-, получим, что для функции Дх) = ;----—о при всех 
УК (+-2)

х, удовлетворяющих условиям 2-8<х<2, выполняется неравенство 
/(х) <~К, и функция/(х) стремится к -©о при х, стремящемся к 2 слева.

Заметим, что, когда функция/(х) стремится к +©© или -о© при х, стре­
мящемся к а справа или слева, не существует числа, которое являлось 
бы пределом функции/(х) при х, соответственно стремящемся к а спра­
ва или слева.

Иногда рассматривают также случаи, когда функция/(х) стремится к 
4-00 при X, стремящемся К а, ИЛИ когда функция/(х) стремится К -оо при 
х, стремящемся к а.

Вопрос. Пусть Ііт /(х) = +©©, Ііт ^(х) = 100. Как пояснить, что 
х—>а х^а

1Іш(/(х) + ^(х)) = +©о?
х^а

2.9. * Пределы функций при х -> +©© и при х -+ -о©. Пусть функ­
ция /(х) определена на множестве П, содержащем некоторый луч вида 
[Ь; +оо).

Число 4 называется пределом функции /(х) при х-++©©, если для 
каждого положительного числа є найдётся такое положительное число 
М, что при всех х, удовлетворяющих условиям х є И и х> М, выполня­
ется неравенство |/(х) — А| < є.

Предел функции/(х) при х -э +©° обозначают через Ііш /(х).

Пример 9. Покажем, что Ііт ----- - = 1.
X—>+°о 3x4-1

Поскольку Зх
Зх+1 "

1 1
- |3х+1| < Зх ПРИ х > ПОЛУЧИМ> что Для каж-

дого положительного числа є неравенство 
при всех х > М - ^.

Зх
Зх+1 " є выполняется

Пусть функция/(х) определена на множестве П, содержащем некото­
рый луч вида (-©°; Ь].

Число В называется пределом функции /(х) при х —> —°©, если для 
каждого положительного числа є найдётся такое положительное число 
М, что при всех х, удовлетворяющих условиям х Е В и х < -М, выпол­
няется неравенство |/(х) — В| < е.

Предел функции/(х) при х —» -©° обозначают через 1іт/(х).
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Пример 10. Покажем, что Нт -2—- = 0.х—>—°° X 4“ 1
Поскольку при х < -1 справедливы соотношения

Н < г—і, то для каждого положительного числа є неравенство 
х |х|

Х+1 п 1\ - 0 < £ выполняется при всех X < -М = — .X2 + 1 р Е
Вопрос. Как на основе определений доказать, что Ііт — = Ііт — - О?

ХЧ+« X X—>—о° X
2.10. * Наклонные асимптоты. Иногда при х —» 4-оо или при х —> -°о 

значение функции /(х) удобно сравнивать со значениями линейной фун­
кции у(х) -кх + Ь.

X2 —X 4~ 1Пример 11. Рассмотрим функциюДх) =-----------

х 4~ 1 1------- = (х - 1) 4—, следует, что значение /(х)X X |
отличается от значения у(х) = х - 1 на значение —. При больших по х

Из равенства

модулю значениях х разность между/(х) иу(х) мала и 
стремится к нулю как при х —> +°°, так и при х —> —©о. 
Таким образом, при х —> +=» и при х —» -°° график 
функции /(х) приближается к графику функции 
у(х), то есть к прямой (рис. 11). Эту прямую 
называют также наклонной асимптотой или просто 
асимптотой.

В случае, когда в уравнении асимптоты коэффи­
циент к наклона равен 0, асимптота параллельна 
оси Ох и называется горизонтальной асимптотой.

Вопрос. Какие уравнения имеют асимптоты гра-

і/ = х-1

Рис. 11
фика функции/(х) = ?

2.11. ** Определение асимптоты. Наклонные асимптоты графика 
функции могут быть как при х —> -И©©, так и при х —» -°°.

Прямая с уравнением у =кх + Ь называется асимптотой функции/(х) 
при х —» +оо, если Ііш (/(х) — (кх 4- Ь)) = О. 

х->+»

ФункцияДх) имеет при х —> 4-оо асимптоту у = кх + Ь в том и только в 
7 1 • /(х)том случае, когда существуют следующие пределы: к = Ііш^2^-, 

X—>+°° X 
Ь = Ііт (/(х) - кх).
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X — X т 1Пример 12. Найдём асимптоту функции /(х) =---- —------при х —>

І.Л = 1іт^^-= lim   ^—^ = 1іт (1 — — + ^ = 1. 

х—>+°° X х->+« X х-»+«Д X X I
/—х-Ь11 / 11IL b = lim (/(х) - 1 • х) = lim -------- = lim -1 H— = —1. Следовательно,

x-»+" x->+“' X / x->+“' X/
прямая г/ = X - 1 является асимптотой данной функции при х —> +°о.

Аналогично определяется асимптота и записываются правила её на­
хождения при X —> -©о.

Прямая с уравнением у -кх + Ь называется асимптотой функции f(x) 

при X -» —оо, если lim (f(x) - (кх + Ь)) = 0.

Функция f(x) имеет при X —» -оо асимптоту у = кх + b в том и только в 

том случае, когда существуют следующие пределы: к = lim-2-^-, Х-^-ОО X 
b = lim (/(х) - кх).

Вопрос. Какое уравнение имеет асимптота графика функции 
X 2 —1

f(x) = ПТ7 при ^ = ^ -°°?

2.12. ** Промежутки выпуклости. Понятие выпуклости мы будем 
рассматривать только на промежутках, на которых функция /(х) имеет 
производную.

Функция f(x) называется выпуклой вверх на промежутке D, если гра­
фик функции на этом промежутке лежит ниже каждой касательной, 
проходящей через точку графика.

Для доказательства выпуклости вверх функции /(х) на промежутке D 
можно использовать следующий признак.

Если на промежутке D производная f'(x) 
убывает, то функция f(x) выпукла вверх на 
этом промежутке.

Пример 13. Функция /(х) = arcsinx выпук­
ла вверх на интервале (-1;0).

Производная f(x) = (arcsin х)' = -т== убы- 
V1-X2 

вает на интервале (-1;0), так как функция 
у = 1 - X2 возрастает на этом интервале. Поэто­
му функция arcsinx выпукла вверх на (-1;0). 
Изображаем график таким образом, чтобы
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Рис. 13

он проходил ниже любой своей касательной 
(рис. 12).

Функция Дх) называется выпуклой вниз 
на промежутке И, если график функции на 
этом промежутке лежит выше каждой каса­
тельной, проходящей через точку графика.

Для доказательства выпуклости вниз 
функции Дх) на промежутке Б можно ис­
пользовать следующий признак.

Если на промежутке И производная Д(х) 
возрастает, то функция Дх) выпукла вниз на 
этом промежутке.

Пример 14. Рассмотрим снова функцию Дх) = агсзіпх. Так как Д{х) на 
интервале (0;1) убывает, функция Дх) = агсзіпх выпукла вниз на этом 
интервале. Изображаем график таким образом, чтобы он проходил выше 
любой своей касательной (рис. 13).

Исследование функции на выпуклость будем считать вспомогатель­
ным этапом исследования.

Вопрос. Как доказать, что функция Дх) = ех выпукла вниз на всей 
числовой прямой?

2.13. * Сравнение графиков функций при стремлении аргумен­
та к бесконечности. Ещё один этап исследования функции состоит в 
установлении характера поведения функции Дх) при неограниченном 
возрастании переменной х, то есть при х ^ +°°, или при неограниченном 
убывании х, то есть при х —> -о®. При изучении наклонных асимптот мы 
сравнивали значения заданной функции со значениями линейной функ­
ции. Иногда полезно сравнивать значения функции со значениями дру­
гих, хорошо известных функций.

Пример 15. Рассмотрим функцию Дх) = х3 - Зх. При больших поло­
жительных значениях х слагаемое х3 значительно больше, чем Зх, и 
(х3 - Зх)-х3 3 „
---------~ 4 как ПРИ Х +°°’ так И ПРИ х -о°'

Поэтому значение функции/(х) = х3 - Зх при больших х относитель­
но мало отличается от значения функции ^(х) = х3. Зная, что при х —э +~ 
график функции у - х3 всё круче уходит вверх, можно аналогичный вы­
вод сделать и о поведении графика функции Дх) = х3 - Зх.
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Точно так же при больших по модулю отрицательных значениях х 
значение/(х) = х3 - Зх относительно мало отличается от х3. Поэтому при 
х ^ -оо график функции/(х) = х3 - Зх похож на график функции у = х3 и 
всё круче уходит вниз.

Вопрос. Как схематически изобразить график функции у = ^х + Ѵх?

■ Контрольные вопросы и задания

1. Как вы понимаете слова «естественная область определения функ­
ции, заданной формулой»?

2. Что называют нулями функции?
3. Как определяются промежутки знакопостоянства функции?
4. Как с помощью производной найти промежутки монотонности 

функции?
5. Как определяется точка локального максимума?
6. Как определяется точка локального минимума?
7. Что называют точками экстремума?
8. * Что называют наклонной асимптотой?
9. ** Как определяется на промежутке выпуклость функции вверх?
10. ** Как определяется на промежутке выпуклость функции вниз?

■ Задачи и упражнения

1. Найдите область определения функции:

ч ~ ч х + 2
х — 1

г, , 2х - 3 \ \ 4х + 3
б)/(х) = ?-Зх+2: В)/М = ^ + 1:

г)/(х)=^—; д)/(х) = \2х + 3; е)/(х) = Дх- 2)(х - 3).
X — X

2. Найдите область определения функции:
а)Дх) = у[^2^3; бЦ(х) = ^Р; в)Дх) = 4^,-,

г)/(х) = Ѵх^^бх2^; д)/(х) = V ; е)/(х) = Ѵх(х2 - 4).

3. ** Найдите область определения функции:

а)/(х) = log2 ^-2 ; б)/(х) = logx2_1(2x - 1);

в)/(х) = log2x(2 + х - х2); г)/(х) = 1о^х+1) |^ ;
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Д)/(х) = ^Х(3х-1); е)/(х) = ^1о^х(х2 + 1).

4. Найдите нули функции:
а)/(х) = х3 + Зх2 + 2х; б)/(х) = (х2 - 2)2; В)^ = ^7+Г

г)/(х) = ^2+-|-3; д)/(х) = (х2 - 2х - 3) • Ѵх; е)/(х) = ^д—р

5. Найдите промежутки знакопостоянства для функции:
а) /(х) - х(х + 1)(х + 2); б)ЛЛ = (4-1)(х-2);

вИМ-Хг ^^х^б5

х3 4- 1
Д^М = х2-Зх + 2; е)*Лх)-^1р

ё)**/(х) = х - Ѵх - 2; ж)**/(х) = Ѵх + 2 + 2х - 6.

6 . Найдите промежутки монотонности и точки локального экстрему­
ма для функции:

а)/(х) = х3 - х2; б)/(х) = х + —; в)/(х) = ;

г)* Л X) = (х - 2) • ^; д) * Лх) = (х2 - 1 )2; е)* Л И = у + ^-

7. Изобразите график функции с его горизонтальной и вертикальной 
асимптотой:

9
)-х + 1’ )-2х- 1’

X + 1 
г’*^ = х + 2 = «№)=^‘; Чх — 1 ^^х-Г

8 .* Найдите наклонные асимптоты для функции:
а№)=ЛТГ’ б)Лх) = ^2; =)/М = Ы;

ч х3-2х2+Зх-1 ч \ х3 \\ (х - I)3
г№)=-------?------- ; ^ДТЛ)!; р|/СгН(7^Л2'

Тесты ■
Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Какова область определения функции/(х) = агссоз ^ ?

1)(-оо; -2] о [2;-) 2)І-~; ~2Іи[2; °°
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3)[-2;0)и(0;2] 4,[4;0|иН1

1.2. Сколько вертикальных асимптот имеет график функции

1) ни одной 2) одну 3) две 4) три
1.3. Пусть функция/(х) непрерывна на интервале и и имеет производ­

ную для всех хе 17, х ^ а. В предложение «Если в некотором интервале 
и, содержащем точку а, <...>, то точка а является точкой локального 
максимума функции/(х)» вместо вместо знака <...> по очереди подстав­
ляются тексты из указанных вариантов. В каком случае получается вер­
ное утверждение?

1) при всех х из П выполняется неравенство/'(х) < О
2) при всех х из и, меньших а, выполняется неравенство/'(х) < О
3) при всех х из и, меньших а, выполняется неравенство /'(х) < О, 

а при всех х из и, больших а, выполняется неравенство/'(х) > О
4) при всех х из и, меньших а, выполняется неравенство /'(х) > О, 

а при всех х из и, больших а, выполняется неравенство/'(х) < О
1. 4.* Какая из прямых является наклонной асимптотой для графика 

функции/(х) = Х ^+1 ?

1)у = х 2)у = х-1 3)у = х + 1 4)у = х-2

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Какие из указанных чисел входят в область определения функ-

ции /(х) = агсзіп Зх — 1 ? 
2х + 1 ’

«І 2)| 3)|
2.2. ** Укажите, для каких функций/(х) в точке 1 предел слева равен 

пределу справа:

ИЛ^Г^Т 2№)=|М 3№)=И 4№’=Й

2.3. Какие из указанных функций имеют только неотрицательные 
значения?

1)/(х) = агссозх 2)/(х) = ^ + агсэшх
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3)/(х) = л - агссов х 4)/(х) = |-агс8Іпх

х2(х2 —2.4. На каких из указанных промежутков функция /(х) = — 
принимает только положительные значения?

1)(-2;-1) 2)(-1;0) 3) (0; 2) 4) (2;-)

§ 3. ПОСТРОЕНИЕ ГРАФИКОВ ФУНКЦИИ ■

3.1. Этапы построения графика функции. Построение графика 
функции/(х) производится на основе её исследования. Основные этапы 
исследования функции рассмотрены в предыдущем параграфе. Перечис­
лим их ещё раз:

- найти область определения;
- установить промежутки непрерывности;
- найти промежутки знакопостоянства и нули функции;
- установить промежутки монотонности;
- исследовать поведение функции вблизи граничных точек области 

определения;
- найти точки экстремума.
Исследование упрощается, если функция имеет характерные особен­

ности: чётность, нечётность, периодичность.
Когда функция /(х) чётна, достаточно провести её исследование при 

х > 0, затем построить часть графика при х > 0 и симметрично отразить
эту часть относительно оси ординат.

Когда функция нечётна, также достаточно построить часть её графи­
ка при х > 0 и симметрично отразить эту часть относительно начала сис­
темы координат.

Когда функция периодична, достаточно по­
строить часть её графика на промежутке дли­
ной в период, после чего с помощью параллель­
ного переноса изобразить весь график.

Вопрос. На рис. 1 изображена часть графи­
ка функции/(х) = sin2x на отрезке 0; | . Ка-
кой вид имеет весь график?

3.2. Пример построения графика функ­
ции. Проведём исследование и построим гра­
фик функции/(х) = (х + 1)(х - I)2. Рис. 1
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I. Функция определена и непрерывна на всей числовой прямой.
П.Дх) = 0 при х = -1, х = 1;/(х) > 0 при х е (-1; 1) о (1; о®); /(х) < 0 при 

хе (-оо;-1).
ІП./'(х) = ((х + 1)(х - I)2)' = (х + 1)' • (х - I)2 + (х + 1)((х - I)2)' = (х - I)2 + 

+ 2(х - 1)(х + 1) = (х - 1)(3х 4- 1);/'(х) = 0 при х3 = 1, х4 = - /'(х) > 0 при 

х е (-о®; ~ ^ ^ (1; °°);ЛХ) < О ПРИ хе V ^ 1)’ ®тсюда следует:

X 1 з)
1
3 Н;і) 1 (1;°°)

/'(я) >0 0 <0 0 >0

/(X) возрастает максимум убывает минимум возрастает

Рис. 2

ІѴ’^(~І) = И = ^’ ^^ = °' Кроме того’ 
ЛО) = і.

V. При больших по модулю значениях х 
данная функция ведёт себя похоже на функ­
цию у = х3.

С учётом отмеченных особенностей стро­
им график (рис. 2).

Вопрос. Сколько действительных корней 
имеет уравнение (х + 1)(х - I)2 = 1?

З.З.* Пример графика, имеющего
асимптоты. Проведём исследование и пост­

ах -ь 1 у3 роим график функции/(х) = ;----туй.
(х-1)

I. Функция определена при х ^ 1, непре­
рывна на каждом из промежутков (-«=; 1), (1; °°).

II. /(х) = 0 при хг = -1; /(х) > 0 при х е (-1; 1) о (1; «0; /(х) < 0 при
хе (-~;-1).

III./(х) —> +“ при X < 1 И X —> 1;/(х) —» +оо при Х> 1 И X —> 1.
тѵ „, , З(х+1)2(х-1)2-(х+1)3-2(х-1) (х+1)2(х-5)
ІѴ- 7 (х) = ^Л? = - (^ІУ ’ М = 0

Х2 = -1, Х3 = 5; /'(х) > 0 при X е (-оо; -1) и (-1; 1) и (5; оо); /'(х) < О
при
при

хе (1; 5). Отсюда следует:
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X (-оо;-1) -1 (-і;і) (і;5) 5 (5; °°)

/'(я) >0 0 >0 <0 >0 >0

/(X) возрас­
тает

нет экс­
тремума

возрас­
тает

убывает мини­
мум

возрас­
тает

97 1Ѵ.Д5) = ^ = 13|.

ѵт л^-**-^2)’-^-1)46^-1)^ 12
(х-1) (х~1) (х~1

+ сДг(ж+5)+ <12 8 |
\(х—1) (х-1)2/

Поскольку при больших по модулю зна-
I 12 . мчениях х слагаемое -—— + -——о мало, то \(х-1) (х-1) /

при х —> +°° и при х —> -оо график функции
/(х) приближается к прямой г/ = х + 5.

С учётом отмеченных особенностей стро­
им график (рис. 3).

Вопрос. Как объяснить, что график функ­

Рис. 3

ции у-(х + 12 
(х-1) + (х I)2/ ПРИ®ЛИЖаеТ"

ся к прямой г/ = х + 5 при больших по моду-

лю значениях х?

3.4.** Пример графика функции с двумя разными наклонными 

асимптотами. Построим график функцииДх) = 2ух2 + х + 1- х-1.
I. Функция определена и непрерывна при всех х.

II. Решим уравнение/(х) = 0:
2л/х2 + х + 1 - х - 1 = 0, 2^х2 + х + 1 = х + 1, 4(х2 + х + 1) = х2 + 2х + 1, 

Зх2 + 2х + 3 = 0, действительных корней нет.
III. Поскольку/(0) = 1 > 0, то/(х) > 0 при всех х.

ІѴ./'(х)=7==-1.
ух^+х + І

Решим уравнение/'(х) = 0:
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■ Глава 5. Исследование функций

2х + 1 - ух1 + х + 1 = 0, уіх2 + х + 1 = 2х + 1,х2+х + 1 = (2х + I)2 (для кор­
ней должно выполняться условие 2х + 1 > 0), х2 + х = 0, х1 = -1 не удов­
летворяет условию 2хх + 1 > 0, х2 = 0 — корень уравнения/'(х) = 0. Мето­
дом интервалов определяем, что/'(х) > 0 при х > 0 и/'(х) < 0 при х < 0. 
Отсюда следует, что/(х) убывает на промежутке (-°°;0) и возрастает на 
промежутке (0; °°); точка х = 0 — точка локального минимума.

V. Найдём асимптоту при х —> +°о;

, г Ях) г 2-л/х2тт-х-і г , і, і ,к. = пт 7 ѵ 7 = Ііт-------------------------- = Ііт 2 • ЛЦ 1—, - 1 =1;

Ьх = Ііт ((2 -л/х2+ х + 1 - х - 1) - х) = Ііт 
ХЧ+“ Х->+“

4(х2 + х + 1) - (2х + І)2 
2-^х2 + х + 1 + (2х + 1)

= Ііт —і 9 -------------------
х->+°° 2 - ух2 + х + 1 + (2х + 1)

Следовательно, прямая у = х является асимптотой данной функции
при х —> +оо.

Найдём асимптоту при х —> -°°:
, /(х) і- 2-д/х2+т-х-1 ѵк9 = Ііт —^-^ = Ііт ---------------------- =1іт

X—>—оо Л£ X—>—оо X X—>—оо

о \ ѵ 4(х2+х + 1) - (2х - 1)Ь9 = Ііт ((2- ух + х+1-х-1) + Зх) = Ііт \ о ' ~--------- А
2 х->-~ х^-~ г-Ѵр+х + І-2х + 1

Рис. 4

ѵ 8х + 3
= Ііт —/=^^=^=-----------  х^-~ 2-ух2 + х + 1-2х+1

= Ііт ------
-2 •

8 + - 
=^=-------- = -2.
1+- + Л-2+-

XX х
Следовательно, прямая у = -Зх - 2 являет­

ся асимптотой данной функции при х —» -*>. 
С учётом отмеченных особенностей строим 
график (рис. 4).

Вопрос. Как доказать, что график функ­
ции у = 2 -у!~х2 + х + 1 - х - 1 не пересекается 
со своими асимптотами?
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§ 3. Построение графиков функции ■

3.5.** Построение графиков функций при наличии симметрий. 
Иногда можно заметить симметричность графика функции относитель­
но вертикальной прямой или относительно точки. В этом случае постро­
ение графика упрощается.

Пример 1. Проведём исследование и построим график функции 
/(х) = уіх2 - 2х.

Сначала заметим, что/(х) = ^(х - I)2 - 1. Поэтому график этой фун­

кции получается из графика чётной функции g(x) = Ах2 - 1 парал­
лельным переносом, который определяется вектором (1;0). Отсюда 
следует, что график функции /(х) симметричен относительно прямой 
X = 1.

I. Функция/(х) = Ах2 - 2х определена и непрерывна на луче [2; °о) и не 
определена при 1 < х < 2.

П./(х) = 0 при х = 2 и/(х) > 0 при х є (2; ~).

х — 1III. / (х) = 7=5=. Неравенство/'(х) > 0 при х > 2 очевидно. Следова- 
/х - 2х

тельно, данная функция на луче [2; оо) возрастает.

IV. Найдём асимптоту при х —> +о°:

Ыіт^^-Ііш л/1 - — = 1;
х->+“ X іч+<» V X

Ь = Ііт (^х2- 2х - х) = Ііт І^^-А- = цт ^—
х->+» х—>+°о \Х 2х 4“ X х->+“

А1--+1V х
Таким образом, прямая у - х - \ яв­

ляется асимптотой данной функции при 
х —» +оо. С учётом отмеченных особеннос­
тей строим часть графика функции на 
луче [2; <=о) и затем симметрично отража­
ем относительно прямой х = 1 (рис. 5).

Вопрос. Какое уравнение имеет асим­
птота графика функции /(х) = Ѵх2 + 2х 
при х -7 - оо?
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■ Контрольные вопросы и задания

1. Каковы основные этапы исследования функции?
2. Какие особенности функции могут упростить её исследование?
3. Какая функция называется чётной?
4. Какая функция называется нечётной?
5. Какая функция называется периодической?

■ Задачи и упражнения

1. Проведите исследование и постройте график функции
а)/(х) = х3 - 4х;
в)/(х) = х3 + х2;
д)*Ѵ(х) = х3-|2х+1|;
ё)Дх) = х3 - 4х2 - Зх;

б)/(х) = (х + 1)(х-2)2;
г)/(х) = х(х2 - 1);
е)Дх) = х3 - 2х2 + х;
ж)Дх) = х3 + Зх2 - 4.

3.** Проведите исследование и постройте график функции:

2.* Проведите исследование и постройте график функции:
а)/(х) = х + ^; б№)=1^ х3

в)^> = (х-2^

г)/«-^_^; х3Д)ЛХ> = /-3: е)/(х) = (х - 1)Ѵх;

ё)/(х)-^ \ ж)/(х) = (х 1)-(х + 1).

■ Тесты

а)/(х)=1 + х2-^-; ^хД1Х+хг
2-х2 

в)/м=1+г ^=хг5А6=
д)/(х) = ^4х2 + 5 - —х;

О
е) Дх) = ^х2 + 2х + -^-х.

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1 ТТ т вш2хо1.1. Чему равен пт-------- ?

х—>л Х~ Л

1)-2 2)-1 3)1 4)2
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§ 3. Построение графиков функции ■

1.2. * Какая из прямых является асимптотой графика функции

/М = (£тД при х —» +оо и при х —» -оо?

1) г/ = х- 1 2) у = х - 2 3) у = х - 3 4)г/ = х-4

1.З. * При исследовании функции/(х) = (х 4- 1)(х - I)2 было найдено, 
что функция возрастает на промежутках -°о;-| и (1;°о) и убывает на

/ 1 й ипромежутке Гд;!- На каком из указанных промежутков возрастает 

функция ^х) = (1 — х)(х 4- I)2?
1)Н-1) 2)(-1;0)
3)(0;1) 4)(1;+~)

(х 4- I)31.4. ** При исследовании функции /(х) = ,----- —% было найдено, что 
прямая с уравнением у = х + 5 является наклонной асимптотой при
х —> 4-оо и при х —> -оо. Какая из указанных прямых является наклонной

асимптотой для графика функции/(х) =

1) г/ = х + 6
3) і/ = х 4- 4

(х-2)2’
2) г/ = х 4- 5
4) г/ = х + 3

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Какие из указанных чисел являются нулями функции 

/(х) = агссоэ (2зш х)?

3»т
2’т

13л4)т
2.2. Какие из указанных функций не имеют наклонной асимптоты?

!)/(*) =

3)/(х) =

х3 
х2- 1

х4 
х3- 1

2№)=4

х5
4)/М= ЛТ

2.3. Какие из указанных функций являются чётными?
X2

І^ТТГ
х3 2)^^
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■ Глава 5. Исследование функций

х^ х^
3”=ж ^^
2.4. Какие из утверждений для функции /(х) = 

ными?

з
-----т-й являются вер- 
(х-1)

1)/м —> +00 при х —> 1 + О 2)/(х) —> +°° при х —> 1 - О
3)/(х) -) -оо при х -» 1 + О 4)/(х) —» -оо при х —> 1 - О

■ § 4. НАИБОЛЬШИЕ И НАИМЕНЬШИЕ ЗНАЧЕНИЯ

4.1. Наибольшее и наименьшее значения функции на мно­
жестве. Рассмотрим функцию /(х) = х2 
и её значения на отрезке [-1;2] (рис. 1). 
Число /(2) = 4 является наибольшим из 
всех значений, которые принимает функ­
ция/(х) на отрезке [-1;2], то есть для лю­
бого х из [-1;2] выполняется неравенство 
/(2) >/(х). Заметим, что вне отрезка [-1;2] 
нетрудно указать точку, в которой фун­
кция /(х) = х2 принимает значение, боль­
шее 4. Наибольшее значение функции в её 
области определения существует не всегда. 
Например, рассмотрим ту же самую функ­

цию/(х) = х2 на интервале (-1;2). Предположим, что в какой-то точке 
х0 из этого интервала значение /(х0) наибольшее. Но тогда -1 < х0 < 2 
и |х0| < 2. Взяв такое число х1, что |х0| < х1 < 2, получим х2 = |х0|2 < х2, то 
есть/(х0) </(х^, вопреки предположению.

Обобщая рассмотренные примеры, дадим определения.
Число /(х0) называется наибольшим значением функции /(х) на мно­

жестве М, если хое М и /(х0) >/(х) при всех X Е М.
Наибольшее значение функции /(х) на множестве М называют также 

максимальным значением функции/(х) на М.
Число/(х0) называется наименьшим значением функции/(х) на мно­

жестве М, если Х0Е М И /(х0) < /(х) при всех X Е М.
Наименьшее значение функции/(х) на множестве М называют также 

минимальным значением функции/(х) на М.
Вопрос. Может ли локальный максимум функции не совпадать с её 

наибольшим значением?
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4.2. Пример нахождения наибольшего 
значения функции. В некоторых случаях ре­
шение задачи на максимум или минимум удаёт­
ся свести к исследованию функции.

Пример 1. В углах квадратного листа жести 
со стороной 12 см вырезаются одинаковые квад­
раты (рис. 2), затем края загибаются и делается 
коробка в форме прямоугольного параллелепи­
педа (рис. 3). Какие квадраты нужно вырезать, 
чтобы объём получившейся коробки был на­
ибольшим?

Обозначим сторону вырезаемых квадратов 
через х (см), причём 0 < х < 6. В основании короб­
ки получится квадрат со стороной (12 - 2х) (см), 
а высота коробки х (см). Поэтому объём короб­
ки Ѵ(х) равен (12 - 2х)2 • х (см3). Рассмотрим 
на отрезке [0; 6] функцию Ѵ(х) = х(12 - 2х)2 = 
= 4х(6 - х)2.

I. Функция Ѵ(х) на отрезке [0; 6] определена
и непрерывна.

II. У(0) = 0, У(6) = 0 и Ѵ(х) > 0 при остальных х 
из отрезка [0; 6].

III. Ѵ'(х) = 4 • (х(6 - х)2)' = 4 • ((6 - х)2 + 
+ х • 2(6 - х) • (-1)) = 4 • (6 - х) • (6 - Зх) = 
= 12 • (6 - х) • (2 - х) = 12 • (х - 2)(х - 6). Следова­
тельно, 7(х) возрастает на интервале (0; 2), убы­
вает на интервале (2; 6) и в точке 2 имеет ло­
кальный максимум, равный 7(2) = 128.

Отмеченные закономерности позволяют пос­
троить схематический график функции Ѵ(х) на

Рис. 2

отрезке [0; 6] (рис. 4). Значение 7(2) = 128 является наибольшим на ин­
тервале (0; 6).

Ответ: нужно вырезать квадраты со стороной 2 см.
Вопрос. Как изменится ответ, если делать коробку наибольшего объё­

ма из квадратного листа со стороной а?
4.3. ** Наибольшее и наименьшее значения непрерывной фун­

кции. Существование наибольшего или наименьшего значений непре-
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рывной функции обычно устанавливают на основе следующего утверж­
дения.

Теорема. Пусть функция Дх) определена и непрерывна на отрезке 
[а;Ъ]. Тогда найдутся такие числа с1 и с2 из отрезка [а;Ь], что ДсД > Дх), 
ДсД <Дх) при всех х из [а;Ь].

Доказательство этой теоремы рассматривается в курсах математичес­
кого анализа.

Вопрос. Пусть функция Дх) определена и непрерывна на интервале 
(а;Ь). При каких условиях множеством значенийДх) на (а;Ь) будет отрезок?

4.4. * Теорема Ферма. При нахождении наибольшего и наименьше­
го значений функции важную роль играет теорема Ферма.

Пусть функция Дх) определена на отрезке [а; Ъ], достигает своего на­
ибольшего (наименьшего) значения во внутренней точке с и имеет в 
точке с производную. ТогдаД(с) = 0.

Доказательство. По условию функция Дх) имеет производную в точ- 
Дх) ~ Дс)ке с. Это означает, что Ііт ------ - ----- = /'(с). Следовательно, для каждой

х—>с X С

такой последовательности (хп), что х е [а;Ь], хп * с и хп -^ с при п ^ ^, 
ДхД ~/(с)последовательность а—2----- сходится к числу/ (с).

% п С

Разберём случай, когда функцияДх) в точке с достигает наименьшего 
значения, то естьДх) >/(с) при всех х е [а;Ь]. Поскольку точка с лежит 
внутри отрезка [а;Ъ], то существуют точки этого отрезка, которые мень­
ше с. Поэтому можно выбрать такую последовательность уп, что 
уп е [а;Ь], уп<сиуп-^ с при п-^^. Тогда уп~с< 0,Дуп) -Дс) > 0, откуда 

^> -™ < 0, ІітЖІ^Ж < о и Лс) < О.
У„~с У„-с
Аналогично существуют точки отрезка [а;Ь], которые больше с, и 

можно выбрать такую последовательность 2п, что гп е [а;Ь], гп> с и гп-^ с 
при п оо. Тогда г - с > 0, ДгД - Дс) > 0, откуда —^—> 0, 

л п 2п~ С

\\^-г^-—С^ > 0 и Д(с) > 0.
2п С

Одновременное выполнение неравенств /'(с) < 0 и/'(с) > 0 означает, 
что/'(с) = 0.

Аналогично рассматривается и тот случай, когда функция Дх) в точке 
с достигает наибольшего значения.
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Из теоремы Ферма следует, что если функция /(х) определена на от­
резке [а;Ь], то наибольшее значение функцииДх) на этом отрезке не мо­
жет быть в тех внутренних точках х отрезка [а;Ь], в которых производ­
ная /'(х) существует и не равна нулю.

Вопрос. В каких точках следует искать наибольшее и наименьшее 
значения функции /(х), определённой и непрерывной на отрезке [а;Ь], 
которая на интервале (а; т) строго возрастает, на интервале (т; Ь) строго 
убывает (а< т< Ь)?

4.5. Наибольшее и наименьшее значения непрерывной функции 
на отрезке. Как наибольшее, так и наименьшее значение непрерывной 
на отрезке [а;Ь] функции следует искать либо в тех точках, где произ­
водная равна нулю, либо в тех точках, где производной не существует, 
либо в концах отрезка [а;Ь].

Пример 2. Найдём наибольшее и наименьшее значения функции 
/(х) = ^х4 - х3 + х2 - 1 на отрезке [-1; 2].

/'(х) = |^х4 - х3 + х2 - 1) =^ • 4х3 - Зх2 + 2х = 

= х(х2 - Зх + 2) = х(х - 1)(х - 2). Значит, фун­
кция /(х) на отрезке [-1;2] определена, непре­
рывна и всюду имеет производную.

Далее, /'(х) - 0 при х = 0, х = 1, х = 2. Так 
как при остальных значениях х производная 
не равна нулю, то максимум и минимум сле- 

5 
дует искать среди значений:/(-1) = ѵ;/(0) = -1;

3 4
/(1) = -^,/(2) = -1. Отсюда ясно, что макси­

мум достигается при х = — 1, минимум дости­
гается при х = 0 и при х = 2. Это хорошо видно 
на графике (рис. 5).

Пример 3. Найдём наибольшее и наименьшее значения функции 
/(х) = |2х - 4| - х + 1 на отрезке [0; 3].

Если 2х - 4 > 0 или х > 2, то/(х) = |2х -4|-х+1 = 2х-4-х+1 = х-3. По- 
этому/'(х) = (х-3)'= 1 прих>2. Если 2х-4<0илих< 2, то/(х) = |2х-4|-х +1= 
= -(2х - 4) - х + 1 = 5 - Зх. Поэтому/'(х) = (5 Зх)' = -3 при х < 2. В точке 
х = 2 функция /(х) производной не имеет. В остальных точках х про-
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изводная не равна нулю. Значит, на­
ибольшее и наименьшее значения фун­
кции Дх) следует искать среди чисел: 
/(0) = 5,/(2) = -1,/(3) = 0. Наименьшее значе­
ние достигается при х = 2, а наибольшее зна­
чение — при х = 0 (рис. 6).

Иногда внутреннюю точку с отрезка [а;Ь] 
называют критической для функции /(х), 
если в точке с производная либо не сущест­
вует, либо равна нулю. В этом случае прави­
ло нахождения наибольшего и наименьшего 
значений функции можно сформулировать в 
следующем виде.

Пусть функция Дх) непрерывна на отрезке [а;Ь]. Тогда наибольшее 
значение и наименьшее значение Дх) на отрезке [а;Ь] достигаются 
либо в критических точках, либо на концах отрезка [а;Ь].

Вопрос. В каких точках следует искать наибольшее и наименьшее 
значения функции/(х), если /(х) непрерывна на отрезке [а;Ь] и в каж­
дой точке интервала (а;Ь) имеет отличную от нуля производную?

4.6. * Нахождение наименьшего времени.
Пример 4. Избушка лесника находится в 5 км от 

города и в 4 км от прямой дороги, ведущей в город. 
Зимой лесник может идти по снегу со скоростью 
3 км/ч, а по дороге со скоростью 4 км/ч. По какому 
пути нужно двигаться леснику, чтобы добраться от 
избушки до города за наименьшее время?

Пусть на рис. 7 точкой Ь обозначена избушка 
лесника, точкой N — город, точкой Н — основание 
перпендикуляра, проведённого из точки Ь до доро­
ги, точкой М — то место дороги, до которого лесник 
добирается по снегу. Тогда ИЬ = 5 (км), ЬН = 4 (км),

откуда по теореме Пифагора N11 = 3 (км). Обозначим МН через х (км). 
Тогда НМ = (3 - х) (км), ЬМ = ^16 4- х2 (км). На движение по ломаной

N16 + х2 3-х)ІМИ леснику потребуется ---- 5----- 1—р часов.
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Рассмотрим функцию f(x) = _^^- + на отрезке [0;3]. Функция

/(х) непрерывна на этом отрезке и f\x) = 3^==j - |. Найдём нули про-

изводной /'(х) на отрезке [0; 3]: —7===^ -4 = 0; ^16 + х2 = 4х; 16 + х2 =
Зуіб + х 4 3

= ^х2 (где х > 0); ^х2 = 16, откуда |х| = 
У У

12 п 12 Q-^. Поскольку > 3, то наиден-
7

ное значение х не входит в отрезок [0; 3]. Поэтому для нахождения на- 
4.3 25 5 20

именьшего времени нужно сравнить/(0)= ди = 3 ~ 12’
Ответ: лесник должен двигаться по снегу прямо в город.
Вопрос. Как изменится ответ в этой задаче, если избушка лесника на­

ходится в 5 км от города и в 3 км от прямой дороги, ведущей в город?
4.7.** Нахождение наибольшего сечения. В этом пункте разберём 

следующую задачу.
Пример 5. Прямой круговой конус с высотой Н и радиусом основа­

ния R пересекается плоскостью, проходящей через вершину конуса. Как 
провести плоскость, чтобы площадь сечения была наибольшей?

В сечении конуса получается равнобедренный треугольник с боковы­
ми сторонами, равными образующей конуса, то есть Ь = у^+Н2
(рис. 8). Обозначим основание АВ треугольника AFB через 2х. Тогда
0 < 2х < 2R и S. ARC = I • 2х • ^R2 + Н2 - х2.

Функция /(х) = x^R2 + Н2 - х2 непрерывна, 
имеет производную f'(x) на отрезке [0;Л] и

^^ ^^^^ ^ д//?2 + 772 - г2
\Г1 -г Л X

R2 + H2-2x2 
№ + Н2-х2

Отсюда f'(x) = 0 при х0 - R2 + H2—5—, так как

интересующие нас значения х неотрицательны.
Найденное значение х0 входит в отрезок

[0;Я], когда V--------- < R или Н < R. Ясно, что

х0 = R при Н = R, и тогда значения /(х0) и /(R) = 
= R2 совпадают. В этом случае сечение прово-
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дится через высоту конуса. При Н < R наибольшее значение площади се- 
R^ I Н2чения следует выбирать из чиселДх0) = ^—’ и/№) “КН- Но при R^H 

из неравенства о среднем арифметическом и среднем геометрическом
R2 I Н2 I-------имеем ---- -----  > уЯ2Н2 = R!!. Следовательно, при Н < R сечение нужно

проводить так, чтобы основание конуса пересекалось по хорде длиной 2х0 = 

= ^2^2 + Н2).
(й^КН2Найденное значение х0 не входит в отрезок [0;/?], если ѵ---- %---- > R

или Н > R. В этом случае наибольшая площадь сечения равна /(R) = R!!, а 
сечение проводится через высоту конуса.

Ответ: при Н > R сечение нужно проводить через высоту конуса; при 
Н < R сечение нужно проводить так, чтобы основание конуса пересека­
лось по хорде длиной УІ2(R2 + Н2).

Вопрос. Каким ещё способом можно решить рассмотренную задачу?
4.8. * Признаки локального максимума и локального минимума.

Пусть функция Дх) на отрезке [а;Ь] достигает наибольшего значения во 
внутренней точке с отрезка [а;Ъ]. Тогда точка с является одной из то­
чек локального максимума функцииДх). Действительно, в этом случае 
значение/(с) будет наибольшим в любой окрестности точки с, лежащей 
внутри отрезка [а;Ь]. Поэтому наибольшее значение непрерывной на от­
резке [а;Ь] функции следует искать либо среди точек локального макси­
мума, либо в концах отрезка.

Для нахождения локального максимума функции можно применять 
следующий признак.

Пусть функцияДх) определена и непрерывна в окрестности (с - е;с + е) 
точки с, имеет положительную производную в каждой точке интервала 
(с - е;с) и имеет отрицательную производную в каждой точке интервала 
(с;с + е). Тогда с является точкой локального максимума функцииДх).

I. Пусть х е (с-г;с). Тогда на отрезке [х;с] выполняются все усло­
вия теоремы Лагранжа. Значит, /(с) - Дх) = /'(т)(с - х), где х < т < с. 
По условию /'(т) > 0, а так как х < с, то с - х > 0. Поэтому /(с) -Дх) = 
=/'(т)(с - х) > 0, откудаДс) >Дх).

II. Пусть х е (с;с + е). Аналогично предыдущему имеем Дх) - Дс) = 
-/'(р)(х _ с)> гДе с <р <х. По условию/'(р) < 0, а так как х > с, то х - с > 0. 
Поэтому Дх) -Дс)=/'(р)(х - с) < 0, откуда Дс) >Дх).
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III. При х = с имеем очевидное неравенствоДс) >Дх).
Таким образом, при всех хе (с - е;с + е) имеем неравенство /(с) >/(х).
Для нахождения локального минимума иногда можно применять ана­

логичный признак.
Пусть функция Дх) определена и непрерывна в окрестности (с - е; 

с + е) точки с, имеет отрицательную производную в каждой точке ин­
тервала (с - е;с) и имеет положительную производную в каждой точ­
ке интервала (с;с + е). Тогда с является точкой локального минимума 
функцииДх).

Функция ^(х) = -Дх) удовлетворяет всем условиям признака локаль­
ного максимума в точке с. Отсюда следует, что с — точка локального ми­
нимума для функцииДх).

Вопрос. В каком случае точка, в которой функция принимает на­
именьшее на промежутке значение, не является точкой локального ми­
нимума?

4.9. ** Строгие локальные максимумы и минимумы. Иногда к оп­
ределению локальных экстремумов подходят иначе и определяют стро­
гие локальные максимум и минимум.

Точка а называется точкой строгого локального максимума функции 
Дх), если область определения включает в себя такой интервал и, со­
держащий точку а, что при всех значениях х из и, отличных от а, вы­
полняется неравенство /(а) >Дх).

Точка а называется точкой строгого локального минимума функ­
ции Дх), если область определения включает в себя такой интервал и, 
содержащий точку а, что при всех значениях х из и, отличных от а, вы­
полняется неравенство Да) < Дх).

Точки строгого локального максимума и минимума иногда называют 
точками строгого локального экстремума.

Пример 6. Функция Дирихле
1, если х рационально, 
О, если х иррационально

/М^

в каждой рациональной точке имеет локальный максимум, а в каждой 
иррациональной точке — локальный минимум, но не имеет ни строгого 
локального максимума, ни строгого локального минимума.

Вопрос. Как объяснить, что функция Дирихле не имеет строгих ло­
кальных экстремумов?
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■ Контрольные вопросы и задания

1 . Как определяется наибольшее значение функции на некотором 
множестве?

2 . Как определяется наименьшее значение функции на некотором 
множестве?

3 .** Сформулируйте теорему о наибольшем и наименьшем значениях 
функции, непрерывной на некотором отрезке.

4 . Сформулируйте теорему Ферма.
5 .* Докажите теорему Ферма.
6 .* Сформулируйте признаки локального максимума и локального 

минимума функции.
7 .** Как определяются строгие экстремумы функции?

■ Задачи и упражнения

1 . Найдите наибольшее и наименьшее значение:
а) функции/(х) = 2х - х2 на отрезке [-2; 2];
б) функцииДх) = х2 + х + 1 на отрезке [-2; -1];
в) функции/(х) = 2 + 4х - Зх2 на отрезке [0; 3];
г) функцииДх) = -^х2 + Зх - 1 на отрезке [-2; 2].

2 . Для функции /(х) = х3 - Зх - 1 найдите наибольшее и наименьшее 
значение:

а) на отрезке [-3; -2]; б) на отрезке [-3; 0];
в) на отрезке [-1; 1]; г) на отрезке [-2; 2].

2 43 . Для функции Дх) = -х-х3 - Зх2 + 4х - найдите наибольшее и на- 
именьшее значение:

а) на отрезке [-1; 3]; б) на отрезке [0; 2];
в) на отрезке [1; 4]; г) на отрезке [-1; 2].
4 . Забором длиной 60 м нужно огородить со всех сторон прямо­

угольный участок наибольшей площади. Какие размеры должен иметь 
участок?

5 . Забором длиной 60 м у реки нужно огородить с трёх сторон прямо­
угольный участок наибольшей площади. Какие размеры должен иметь 
участок?

6 .** Забором длиной 60 м у реки нужно огородить с двух сторон учас­
ток треугольного вида наибольшей площади. Какую форму должен 
иметь участок?
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7 .* Из прямоугольного листа жести раз­
мером 15 х 8 см вырезают по углам одина­
ковые квадраты и делают коробку в форме 
прямоугольного параллелепипеда. Чему 
равна сторона каждого вырезаемого квадра­
та в случае, когда объём получившейся ко­
робки наибольший?

8 .** В треугольник со сторонами 6, 7, 8 
нужно вписать прямоугольник наибольшей Рис. 9
площади, одна из сторон которого лежит на
стороне треугольника. Как это можно сделать?

9 .* Из бумажного кольца с внешним радиусом В = 6 и внутренним ра­
диусом г = 1 вырезают прямоугольник наибольшей площади так, чтобы 
все точки прямоугольника принадлежали этому кольцу. Чему равна 
площадь прямоугольника?

10 .* Какой угол при основании имеет равнобедренная трапеция на­
ибольшей площади, у которой три стороны равны а?

11 .** Канал шириной а м под прямым углом поворачивает в канал 
шириной Ь м (рис. 9). Какой наибольшей длины бревно можно провес­
ти из одного канала в другой, не вытаскивая бревно из воды (толщиной 
бревна и глубиной канала можно пренебречь)?

Тесты ■

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Какое наибольшее значение может иметь площадь прямоугольно­

го треугольника с гипотенузой 5?
1)5,25 2)6,25 3) 7,25

1. 2. Чему равна производная функции/(х) =

1)-е 7х 2) -7е“7х 3) -е"6х

-Ч?(И6

4)8,25

4) -бе 6х
1.3. При исследовании функцииДх) = 2^х2 + х + 1 - х - 1 было найде­

но, что её наименьшее значение равно 1. Какое наименьшее значение 
принимает функция/(х) = 2у4х2 + 2х + 1 - 2х?

1)0 2)1 3)2 4)3
1.4. Какое наибольшее значение может иметь площадь треугольника, 

две стороны которого равны 3 и 4?
1)6 2)8 3)10 4)12

165 ■



■ Глава 5. Исследование функций

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Какие значения может иметь произведение двух чисел, сумма ко­

торых равна 11?
1)30 2)30,25 3)30,5 4)30,75
2.2. * Какие из функций имеют разные асимптоты при х —» +°о и при 

X —> —ОО?

|х2 — 11 х2 — 12№’іЫ|

З)/^^ <№> = |Й|

2.3. Известно, что функция /(х) = х4 — 2х2 + 3 на промежутке [0; 1] 
убывает, на промежутке [1;°°) возрастает. В каких точках достигается 
наименьшее значение/(х) на всей числовой прямой?

1)-2 2)-1 3)0 4)1
2.4. В каких точках промежутка [-1; 2] достигается наименьшее зна­

чение функции/(х) = ^х4 - х3 + х2 - 1?

1)-1 2)0 3)1 4)2

■ Мини-исследования к главе 5

Мини-исследование 14
Пусть х > 0, р, q — натуральные числа и р > д. Установите, какое из 

двух выражений меньше другого: (1 + рх)р или (1 + дх)7.

Мини-исследование 15
Функция р = х3 на промежутке [-1; 1] является строго возрастающей. 

Производная функции в точке х = 0 равна нулю. Этот пример показывает, 
что утверждение, обратное теореме из пункта 1.6, не имеет места. Однако 
если непрерывная функция/(х) имеет положительную производную во всех 
точках промежутка [а;Ь], кроме одной точки с, то функция /(х) строго воз­
растает на этом промежутке. Для доказательства установите следующее:

1) если функция/(х) имеет неотрицательную производную во всех точ­
ках промежутка [а; Ь\, то функция/(х) возрастает на этом промежутке;

2) если для возрастающей функции/(х) для точек хх < х2 выполняется 
равенство/(хх) =/(х2), то/'(х) = 0 для всех х е [х1;х2].

Аналогично если непрерывная функция /(х) имеет отрицательную 
производную во всех точках промежутка [а; д], кроме одной точки с, то 
функция/(х) строго убывает на этом промежутке.
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Мини-исследование 16
Установите, что график функции у = Дх) симметричен относительно 

прямой х = а в том и только том случае, когда выполняются условия:
1) область определения функции симметрична относительно точ­

ки а',
2) для каждого х из области определения выполняется равенство 

Д2а - х) =Дх).
Установите, что график функции у = Дх) симметричен относительно 

точки (а;Ь) в том и только том случае, когда выполняются условия:
1) область определения функции симметрична относительно точки а;
2) для каждого х из области определения выполняется равенство 

Д2а-х) = 2Ь-Дх).
Найдите, относительно какой точки плоскости симметричен график 

функцииДх) -(х + 1)(х - I)2.

Мини-исследование 17
Наличие теоремы Вейерштрасса о достижении непрерывной функци­

ей наибольшего и наименьшего значений на замкнутом промежутке и 
теоремы Ферма позволяет доказать теорему Лагранжа о конечных при­
ращениях.

1) Установите вначале, что справедливо следующее утверждение.
Пусть функция Дх) определена и непрерывна на промежутке [а;Ь], 

имеет производную в каждой внутренней точке х е (а;Ь) и принимает 
равные значения на концах промежутка: Да) = ДЬ). Тогда найдётся та­
кая внутренняя точка с, в которой Д(с) = 0.

Для доказательства рассмотрите два случая: а) функция Дх) прини­
мает наибольшее и наименьшее значения на концах промежутка и по­
этому оказывается постоянной; б) либо наибольшее, либо наименьшее 
значение достигается функцией во внутренней точке с. В этом случае 
следует воспользоваться теоремой Ферма.

2) Для доказательства теоремы Лагранжа рассмотрите функцию 

g(x)- Дх) ^^ (х _ «) и установите, что эта функция непрерывна 
на промежутке [а;Ь], имеет производную в каждой внутренней точке 
промежутка (а;Ь) и принимает равные значения на концах промежутка: 
g(a) = g(b). Проверьте, что для той точки с, в которой g'(c) = 0, справедли-

х ДЬ)~Да) лво равенство/ (с)------ -------- --  0-
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Глава 6
■В МЕТОД КООРДИНАТ В ПРОСТРАНСТВЕ

В этой главе мы определим скалярное произведение векторов в простран­
стве, установим геометрический смысл скалярного произведения. Рассмот­
рим применение прямоугольной системы координат в пространстве для реше­
ния задач о вычислении углов и нахождении расстояний. В конце главы приво­
дятся примеры использования координат для решения задач со сферами.

■ § 1. СКАЛЯРНОЕ ПРОИЗВЕДЕНИЕ ВЕКТОРОВ

1.1. Скалярное произведение. Аналогично тому, как это делалось 
на плоскости, в пространстве с помощью прямоугольной системы коор­
динат определим скалярное произведение векторов.

Скалярным произведением двух векторов АВ = (х^у^х^) и АС = (х2;у2;х2), 
связанных с точкой А, называется число, равное

^1^2 + ^1^2 + 2122'

Скалярное произведение векторов аиЬ обозначается а • Ь. Таким обра­
зом, если а = (х^у^г^, Ь = (х2;у2;г2), тоа - Ь = ххх2 + угу2 + ххх2.

Пример 1. Пусть точки А, В, С имеют координаты: А(5;3;-2), 
В(2;4;1), С(6;1;3). Тогда АВ = (-3;1;3), АС = (1;-2;5) и АВ • АС = 
= (-3) • 1 + 1 • (-2) 4 3 • 5 = ~ 3 - 2 + 15 = 10.

Важно понять, что скалярное произведение двух векторов — это чис­
ло. Поэтому при действиях с векторами следует чётко различать, где по­
являются векторы, а где — числа.

Вопрос. Какой смысл имеет выражение (а • Ь) ■ с, где а = (1;—2;3), 
£=(3;1;2) и с = (-2;3;-1)?

1.2. Свойства скалярного произведения. В пространстве скаляр­
ное произведение векторов имеет следующие основные свойства.

1.а'Ь = Ь'а.
2. (іа) - Ъ = і • (а ’Ь).
3. а ■ (Ь + с) = а - Ь + а • с.
Эти свойства нетрудно доказать с помощью координат. Например, до­

кажем третье свойство.
Пусть а = (т;п;к), Ь = (х1;у1;х1), с = (х2;у2;х2). Тогда а - (Ь + с) = 

(т,п,к) ■ ((х^,у^,2-^) -Г (х2,у2,х2)) (т,п,к) ■ (х^ -Г х2,у^ -Г у2,х^ -Г 22) —
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- т(х1 + х2) + п(у1 + у2) + k{zx + z^ = тх1 + тх2 + пуг + пу2 + kzx + kz2 = 
= (mx1 + ny1 + kz1) + (тх2 + пу2+ kz2) = (m;n;k)-(x1;yi;z1) + (m;n;k)'(x2;y2;z2) = 
= а ‘b + а • с.

Вопрос. Как доказать, что (а + Ь)‘ (а-Ь) = а- а-b - Ь?
1.3. Длина вектора. Скалярное произведение векторов обладает 

важными геометрическими свойствами.
Пусть а =АВ, где А (т;п;к), B(p;q;r). Тогда вектор а имеет координаты 

(р - m;q - п; г - к) и по определению
а • а =АВ - АВ -(р- т)2 + (q~ п)2 + (г- к)2.

Длина вектора а, равная длине отрезка АВ, вычисляется по формуле

|а| = ~^(]!Г-т^Ѵ(р^^^

Поэтому а • а = \а\2 и скалярное произведение а - а — это число, равное 
квадрату длины вектора а.

Иногда скалярное произведение а • а для краткости обозначают через 
а2 и называют скалярным квадратом вектора а.

Пример 2. Найдём длину вектора а+ &, где а = (2;-5; 1), & = (1;2;-4).
а + b = (2;-5;1) + (1;2;-4) = (3;-3;-3). Поэтому (а + Ь)2 = 

= З2+ (-3)2 +(3)2 = 27.
Так как (a + b)2 = \а + b\2, то |а + &| = Ѵ27 = зѴз.
Вопрос. Какой смысл имеет произведение а • а?
1.4. Угол между векторами. Введём понятие угла между вектора­

ми, связанными с одной точкой.
Углом между ненулевыми векторами АВ и АС называется угол меж­

ду лучами АВ и АС.
Из этого определения следует, что угол между векторами АВ и АС 

можно определить в плоскости, содержащей точки А, В, С (рис. 1).
Если векторы АВ и АС сонаправлены, то точки В и 

С лежат на одном луче с началом А, поэтому угол 
между такими векторами равен нулю. Если векторы 
АВ и АС противоположно направлены, то лучи АВ и 
АС образуют развёрнутый угол, поэтому угол между 
такими векторами равен 180°.

В остальных случаях величина угла между дву­
мя ненулевыми векторами принимает значения из
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промежутка (0°;180°) в градусной мере или из промежутка (0;л) в ради­
анной мере.

Вопрос. В каком случае два ненулевых вектора перпендикулярны?

1.5. Геометрический смысл скалярного произведения. Пусть 
точки А, В, С пространства не лежат на одной прямой. Тогда, с одной 
стороны, можно рассмотреть треугольник АВС и по теореме косинусов 
записать равенство

|ВС|2 = |АВ|2 + |АС|2 - 2|АВ| • |AC|cos ABAC. (1) 

С другой стороны, можно рассмотреть векторы 
с = АВ, b = АС и ВС = b - с (рис. 2). Тогда |АВ| = 

= |АВ| = |с I, |АС| = ВД = |b I, |ВС|2= |ВС|2 = ВС2 = (Ь-с)2. 
Поэтому равенство (1) можно записать в виде 
(F-c)2 = |^ + |?-2|^|c|cosZBAC. (2)

Отсюда
b-c = \b\-\c\cosABAC. (3)

Таким образом, если векторы с =АВ и b = АС неколлинеарны, то ска­
лярное произведение векторов b и с равно произведению длин этих век­
торов, умноженному на косинус угла между этими векторами.

Пусть теперь ненулевые векторы b =АС и с =АВ коллинеарны. Тогда 
b = t • с , где t соответствующее число.

При t > 0 векторы b ис сонаправлены и b • с = (t • с) • с = t • (с • с) = t • |с2| = 
= t '\с\ -\c\ = \t ■ с\ '\с\ = \Ъ\ • I с I • 1 = I fe I • I с I • cos 0.

При t <0 векторы а иЬ противоположно направлены иЬ ■ с = (t • с) • с = 
= t • (с ' с) = t '\с2\ = t ‘\с\ - \c\=~\t ‘ с\ -\с\=\Ъ\ -\с\ *(-1) = |&| -|с| - cos л.

В результате доказана следующая теорема.
Скалярное произведение двух ненулевых векторов равно произ­

ведению длин этих векторов, умноженному на косинус угла между 
ними.

Пример 3. Пусть даны А(-2;1;4), В(7;3;9) и С(4;2;5). Найдём угол 

между векторами АВ и АС. Имеем АВ = (9; 2; 5), АС = (6;1;1), АВ2 = 92 + 22 +

+ 52 = 110, АС2 = 62 + I2 + I2 = 38, АВ • АС = 9 • 6 + 2 • 1 + 5 • 1 = 61,

cos ABAC = АВ-АС^ _ 61
данда ѵпо-ѵз8'

170



§ 1. Скалярное произведение векторов ■

угол между векторами

Вопрос. Как доказать, что площадь треугольника АВС можно вычис­
лить по формуле S = |а(|АВ|2 • |АСр - (АВ-АС)2?

1.6. Скалярное произведение векторов, связанных с различны­
ми точками. Равные векторы имеют равные координаты. Это свойство 
позволяет определить скалярное произведение двух векторов, связан­
ных с различными точками.

Скалярным произведением векторов а = АВ иЬ = CD называется ска­
лярное произведение равных им векторов, связанных с одной точкой.

Определим величину угла между произвольными ненулевыми векто­
рами.

Величиной угла между двумя ненулевыми векторами а = АВ и b = CD 
называется величина угла между равными им векторами, связанными с 
одной точкой.

Иногда величину угла между векторами аиЬ будем обозначать Z(a; b).
Пример 4. В кубе ABCDA1B1C1D1 найдём 

АВ1 иВСг (рис. 3).
Поскольку ВСг =AD1, то угол между задан­

ными векторами равен углу (р между вектора­
ми АВ1 и AD^ В данном примере этот угол 
можно найти из геометрических соображений. 
Если ребро куба равно а, то |ABj = а^, 
\ADr\ = а^І2, \B1Dl\ = а^І2.

Следовательно, треугольник AB1D1 равно-
ТС сторонний, а поэтому ф = ZB1AD1 =

Вопрос. Как в рассмотренном примере с по­
мощью координат вычислить угол между векторами АВХ и ВС^

1.7. Перпендикулярность векторов. Для установления перпенди­
кулярности двух векторов часто используется следующая теорема.

Два ненулевых вектора пространства перпендикулярны тогда и толь­
ко тогда, когда их скалярное произведение равно нулю.

Пусть а^О, Ь^Оиф — величина угла между векторами а и Ь. Тогда 
|a|^O,|F|^O и а • Ь = |а| • |b|cos ф.

Отсюда следует, что если ф = -^-, то а • & = 0, а если а • Ь = 0, то cos ф = О, 

а поэтому ф = 7j> Тем самым теорема доказана.
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Рис. 4

Пример 5. Докажем, что в кубе 
АВСВА1В1С1В1 векторы АВ1 и САХ перпенди­
кулярны.

Введём прямоугольную систему коор­
динат с началом В и осями ВА, ВС и ВВХ 
(рис. 4).

Пусть ребро куба равно а. Тогда А(а;0;0), 
ВДО^а), С(0;а;0), АДщОщ). Отсюда 
АВ1 = (-а;0;а), САг = (а;-а;а) и АВХ • СА1 =
- (-а;О;а) • (а;-а;а) = (-а) • а + 0 • (-а) + а • а = 

= -а2 + а2 = 0. По свойству из данного пункта векторы АВг и САг перпен­
дикулярны.

Вопрос. Как доказать, что в кубе диагонали АСг и ВВ1 не перпендику­
лярны?

1.8. * Применение векторов к решению геометрических задач.
Пример 6. Докажем, что в правильной треугольной пирамиде 8АВС 

с вершиной В векторы ВС и АВ перпендикулярны (рис. 5).
Пусть АВ = ВС =АС = a, SA = SB = SC = b. Поскольку треугольник АВС 

равносторонний, то ABAC = тг. Пусть ASAC = ASAB = (р. Из равнобедрен- 

ного треугольника АВС получаем cos (р = ^АС : AS =

Теперь рассмотрим векторы АВ, СА, АВ. Имеем |АВ| = |АС| = а, |АВ | = b 
иАВ-АС= |AB|-|AC|cosZBAC = a-acos^ = ^;AB-AB = | AS | • |AB| cos (p = 

= b- a- £- = ^-,AB-AC= \AS\• |AC| cos (p = ^ • a • 
2b 2 і і і v 2b 2

Рис. 5

Поскольку ВС = АС - АВ, то АВ • ВС =
—■ —* —♦ —• —• —* —♦ а2 и2= А8 • (АС - АВ) =АВ - АС - АВ - АВ = ~ - ~ = 0.

Отсюда и из теоремы предыдущего пункта сле­
дует перпендикулярность векторов ВС и АВ.

Вопрос. Как доказать, что в пирамиде АВСВ 
рёбра СВ и АВ перпендикулярны, если извест­
но, что равны рёбра АС и ВС и равны углы АС В 
иВСВ?
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Контрольные вопросы и задания ■

1. Как определяется скалярное произведение двух векторов?
2. Сформулируйте основные свойства скалярного произведения.
3. Как с помощью скалярного произведения определить длину вектора?
4. Как определяется угол между двумя ненулевыми векторами?
5. Как найти скалярное произведение двух векторов, если известны 

длины этих векторов и угол между ними?
6. Сформулируйте необходимое и достаточное условие перпендику­

лярности двух векторов с помощью скалярного произведения.

Задачи и упражнения ■

1. Вычислите скалярное произведение вектороваиЬ, если:
а)а = (0;0;0),& = (1;1;1); б)а = (1;1;1), д = (4;3;2);

в)п = (12;3;14)Л=(2;13;4); г) а = (1;-1;2), 6 = (-1;3;2).

2. Дан куб с вершинами А(0;0;0), В(2;0;0), С(2;2;0), В(0;2;0), 
АД0;0;2), ВД2;0;2), СД2;2;2), ВД0;2;2). Найдите скалярное произведе­
ние векторов:

а) АВ и ААр б)АС1иАВ1; в)АВиАСр

г)АС1иВВ1; д)АВиАВр е)АВиСВ.

3. Дан прямоугольный параллелепипед с вершинами А(1;0;0), 
В(5;0;0), С(5;2;0), В(1;2;0), АДІ^І), ВД5;О;1), СД5;2;1), ВД1;2;1). 
Точка М — центр грани АВСВ, точка М1 — центр грани А1В1С1В1, точка 
N — середина ребра ВВѴ Найдите скалярное произведение векторов:

а) АВ и АС; ^ВМ^ВМ^ в)АВиВ^М;

г) ВЫ и АСг; д)АВиАСр е) С2Ѵ и СДИ.
4. Найдите:
а) при каких х, у вектор а = (-2;3;і/) коллинеарен вектору (х;-6;2);
б) вектор единичной длины, сонаправленный с вектором 

а = (-6;3;-2);
в) координаты вектора Ь, коллинеарного вектору а = ^1; 1;-^ и образу­

ющего острый угол с вектором (0;0;1), если известно, что щ| = 3;
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г) координаты вектора Ь, коллинеарного вектору а = (-1; 1;-2), если из­
вестно, что а - Ь = 12.

5. Определите длины векторов а + Ь, а -Ь, если а = (1;4;2), Ь = (2;-2;4).
6. * Пусть I а| = 13,1ЬI = 14, | а - Ь | = 22. Найдите \а + Ь\.

7. * Пусть \ а\ = 6, |а + Ь| = 11 и |а - Ь| = 7. Найдите |д|.
8. Найдите угол между векторами аиЬ, если:
а)а = (1;2;0),& = (1;2;4);

б)а = (1;1;1),& = (1;0;6);

в)а = (4;0;3)Л=(2;-2;1);

г)а = (1;-3;1),Ь=АВ, где А(-5;7;-8), В(-7;9;-9);

д)а = (4;6;2),& = (4;-5;1).

9. Угол между векторами аиЬ равен 120° и |а| = 2, |д| = 3. Найдите:
а) а • Ь; б) (а + ЬУ(а + Ь); в) (а-Ьу (а- Ь);
г) (2а - Ъ) • (2Ь - а); д) (2а - Ь) • (25 + а).
10. При каком значении х вектор а = (х;7;-2) перпендикулярен век­

тору Ь = (-3;х; 2)?
11. Найдите угол между векторами а + Ь и 2а - с, если а = (-1;1;-1), 

Ь = (2;-1;2),с = (-2;1;3).

12. Даны точки А(-1;-2;4), В(3;2;-2), С(3;-2;1). Найдите:
а) стороны и углы треугольника АВС;
б) медианы треугольника АВС.
13. Даны точки А(-1;3;-7), В(2;-1;5), С(0;1;-5), В(-5;5;3). Найдите 

угол между векторами:
а)АВиСВ; б)АСиВВ; в)АВиВС.
14. Найдите х и і/, если известно, что вектор а = (-3;х;-1) перпендику­

лярен вектору Ь = (2; 1;у) и |а| = |д|.
15. Найдите координаты вектора а, перпендикулярного векторам 

(1;0;0) и (3;2;-1), если известно, что |а| = ^2.

16. Найдите координаты вектора а длины 3, перпендикулярного 
вектору (-1;2;2) и образующего равные углы с векторами (1;0;0) и 
(0;1;0).
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17. Угол между векторами І^;»;1) ТСи (0;2;-1) равен ^. Найдите ос.

18 . Угол между векторами (-Ѵ2;Ѵб;а) и (1;0;Ѵ2) равен -^. Найдите ос.

19 . Угол между векторами (-2^3;-т=;ос)и (0; 1; ѴЗ) равен ^. Найдите ос.

20 .** Какой наименьший угол могут образовать два вектора вида: 
а) (2;5х + 1; 1) и (4х + 2;-1; 1 - Зх);
б) (1 - 5х; 1; 3) и (-1; 1 + 4х; 3 - Зх)?

21 .* Дан правильный тетраэдр АВСВ, у которого все рёбра равны, 
А(1;0;0), В(2;0;0), и точка С лежит на плоскости Оху и имеет положи­
тельную ординату.

а) Найдите координаты точки С, точки Л, середины М отрезка АС, се­
редины Q отрезка ВС, середины Р отрезка АВ, середины N отрезка ВВ;

б) докажите, что векторы МЫ и PQ перпендикулярны и \МЫ\ = |PQ|.

Тесты И

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. При каких х, у вектор (х;7;-2) коллинеарен вектору (2;с/;4)?
1)х = 1,і/ = 14 2)х = -1, г/ = 14
3)х=1, с/ = -14 4) х = -1,і/ =-14

1.2. Чему равно скалярное произведение (1;-2;3) • (2;-3;-4)?
1)-6 2)-4 3)4 4)6

1.3. Каким должно быть число х, чтобы вектор а = (х;-7;3) был пер-
пендикулярен вектору Ь = (~2;3; 1)?

1)3 2)5 3) 7 4)9
1 Л тт - I л л1.4. Найдите, при каком ос угол между векторами Іос;1;^^-І 

лравен

и(3;1;0)

1)-1 2)0 3)1 4)2

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Какие из скалярных произведений отрицательны?
1) (-3;5;1) • (2;1;-3) 2) (4;-6;9) • (7;3;2)
3) (-2;-5;3) • (4;-2;-3) 4) (5;8;-2) • (-6;4;5)
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2.2. * Пусть а,Ъ, с — векторы. Для каких из приведённых выражений
результатами вычислений являются числа?

1)(а + Ь)2-с 2)(а + Ь)2+|с| 3)(а + &)-(£ + с) 4)(а + Ь + с)2

2.3. Какие из векторов имеют длину, равную 1?

/ 8 . 1 , 4 \ 
15^2’ л/2’5л/2/

2.4. Ненулевые векторы а и Ь перпендикулярны и их длины равны. 
Какие из указанных пар векторов перпендикулярны?

1) а + 2Ь, 2а+ Ь

3) 4а - ЗЬ, а + 2Ь

2) За -Ь,а + ЗЬ

4) 2а + ЗЬ, За - 6Ь

■ § 2. УРАВНЕНИЕ ПЛОСКОСТИ

2.1. Нормаль к плоскости. Ненулевой вектор АВ назовём перпенди­
кулярным плоскости ос, если для всяких двух различных точек М и N 
плоскости а векторы АВ и МЫ перпендикулярны. Перпендикулярность 
вектора АВ и плоскости ос записывают в виде АВ ± ос. Иногда вектор, пер­
пендикулярный к плоскости, называют нормалью к этой плоскости.

Вопрос. Как доказать, что в кубе АВСВА1В1С1В1 вектор А4Т является 
нормалью к плоскости АВСТ)?

2.2. * Существование нормали. Существование векторов, перпен­
дикулярных данной плоскости, вытекает из следующего утверждения.

Пусть вектор АВ перпендикулярен двум неколлинеарным векторам 
MN и МК плоскости а. Тогда АВ 1 а.

Пусть Р и Q — две произвольные различные точки плоскости ос. Тогда 
векторы MN, МК и PQ компланарны. По признаку компланарности век­
торов имеем Р^ = хМЫ + уМК. Поэтому АВ • PQ =АВ • (хМЫ + уМК) = 
= х ‘АВ • МЫ + у - АВ • МК = х- О + с/-О = О, то есть АВ ±PQ.

Вопрос. Как показать, что если АВ А ос, то для каждого ^ ^ О вектор 
і - АВ также перпендикулярен плоскости ос?
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2.3. Задание плоскости с помощью уравнения. Для каждой плос­
кости а можно построить перпендикулярный к ней вектор п. Если 
в плоскости ос выбрать точку М, то а можно задать как множество всех 
таких точек К, что либо К = М, либо вектор МК перпендикулярен векто­
ру п. Эти условия в силу теоремы из пункта 1.8 равносильны равенству 
п • МК = 0. Записывая последнее равенство через координаты, получим 
уравнение данной плоскости.

Пример 1. Пусть плоскость ос проходит через точку М(1;2;3) и пер­
пендикулярна вектору п = (5;-7;6). Обозначим координаты произволь­
ной точки К плоскости ос соответственно переменными X, у, 2 по осям 
Ох, Оу, 02. ТогдаМК = (х;у;г) - (1;2;3) = (х-1; у-2; 2-3). Поэтому ра­
венство п • МК = 0 записывается в виде (5;-7;6) • (х-1; і/-2;2-3) = 0. Та­
ким образом, выполняется равенство 5(х -1) + (~7)(у - 2) + б(з - 3) = 0, ко­
торое можно переписать в виде 5х + (~7)у + 62 - (5 • 1 + (-7) -2 + 6 • 3) = 0 
или в виде

5х-7с/ +62-9 = 0. (1)

Отсюда следует, что множество всех точек плоскости с координатами 
х, у, 2, удовлетворяющими уравнению (1), совпадает с множеством ре­
шений уравнения (1).

Вопрос. Как доказать, что уравнения ^х - -^у + Зг - -% = 0 и 5х - 7у + 
+ 62 - 9 = 0 задают одну и ту же плоскость?

2.4. Уравнение плоскости. Рассмотренный в предыдущем пункте 
пример и аналогичные ему задачи показывают, что плоскость задаётся 
линейным уравнением вида

ах + Ьу + С2 + (1 = 0, (2) 

где а, Ь, с, (і — конкретные числа, причём хотя бы одно из чисел а, Ь, с 
отлично от нуля.

Докажем, что каждое уравнение вида (2), при условии отличия от 
нуля хотя бы одного из коэффициентов а, Ь, с, определяет плоскость.

Пусть, для определённости, а^О. Положим,р = -—,д = 0,г = 0,и ана­

логично тому, как это сделано в предыдущем пункте, составим уравне­
ние плоскости ос, проходящей через точку М(р;д;г) и перпендикулярной 
ненулевому вектору п = (а;Ь;с).

Для этого рассмотрим произвольную точку К(х;у;2) плоскости ос. 
В результате МК = (х;у;г) - (р;д',г) = (х-р;у-д;2-г) и выполняется ра-
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венство п • МК = 0, то есть (а;Ь;с) • (х -р;у - д;г - г) = 0. Отсюда а(х-р) + 
+ Ьу + сг = 0 или ах + Ьу + сг - ар = 0 . Поэтому ах + Ьу + сг - а • {- ^ = 0 

и, следовательно, ах + Ьу + сг + (1 = 0.
Таким образом, каждая точка К(х;у;г) плоскости ос является решени­

ем уравнения ах + Ьу + сг + (1 = 0.
Следовательно, линейное уравнение вида (2) при условии отличия от 

нуля хотя бы одного из коэффициентов а, Ь, с определяет плоскость.
Вопрос. Как найти координаты какой-нибудь точки плоскости с 

уравнением 2у - Зг = 5?

2.5. Геометрический смысл коэффициентов при неизвестных в 
уравнение плоскостей. В уравнении плоскости ах + Ьу + сг + сі = 0 ко­
эффициенты а, Ь, с имеют важный геометрический смысл: вектор 
п = (а;Ь;с) является нормалью к этой плоскости. Это означает, что по 
уравнению плоскости можно сразу представить направление перпенди­
кулярных к ней прямых.

Вопрос. Как доказать, что плоскости с уравнениями х - 2у + Зг = 1 
и 2х - ^у + 6г = 1 параллельны?

2.6. Составление уравнения плоскости. Рассмотрим, как состав­
лять уравнение плоскости, перпендикулярной к прямой.

Пример 2. В правильной четырёхугольной пирамиде 8 АВ С В рёбра ос­
нования АВС В равны 2, высота 8Н равна 4. Точка М — середина ребра 
АВ, точка N — середина ребра 8С, и точка К — середина отрезка МЫ. 
Через точку К перпендикулярно прямой МЫ проводится плоскость а.

Найдём, в каких отношениях плоскость а 
делит рёбра пирамиды.

Введём прямоугольную систему коорди­
нат с началом Н и осями Нх, Ну, Нг, направ­
ленными так, как указано на рис. 1. Тогда 
А(1;-1;0), В(-1;-1;0), С(-1;1;0), В(0;0;4). 
Поскольку точка М — середина ребра АВ, 
то её координаты равны полусуммам соот­
ветствующих координат точек А и В, откуда 
М(0;-1;0). Координаты точек Ы и К находят­
ся аналогично: М-|;|;2 , .

\ 22 / \ 4 4 /
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Вычислим координаты вектора МЫ, перпендикулярного искомой 
___ . ___ . ___ . / 1 1 \ / 1 Ч \

плоскости а:О = ЯУ-НМ= -|;|;2 -(0;-1;0)= -|;|;2 .

Поскольку МН ± ос, то уравнение плоскости ос имеет вид
1 ч 

~ + 2г + d = 02 2у или
-х 4- Зу + 4г 4- dx = 0, где dT = 2d.

Для нахождения числа d1 запишем условие, что плоскость ос проходит 
через точку К'.

(-1) • - + 3 • - ^ + 4 • 1 + ^ = 0.
\ 4/ \ 4/ 1

7
Отсюда d1 = --^. Поэтому плоскость ос задаётся уравнением

-х + Зу + 4г - -^ = 0.

Для нахождения координат точек пересечения плоскости ос с ребром 
пирамиды запишем координаты точек ребра в параметрической форме.

Например, найдём координаты точки Г 
пересечения плоскости ос с ребром АЗ 
(рис. 2). Имеем НЯ = НА +АР = НА + іА8, где 
і — неизвестное значение параметра. Так 
как А(1;-1;0), 3(0;0;4), то НА = (1;-1;0), 
АЗ = (-1;1;4), откуда НГ = (1;-1;0) + 
+ Д-1; 1;4) = (1 - Д-1 + Д 4Д, и точка Я имеет 
координаты х = 1 - Д с/ = -1 + Д г = 4Д Пос­
кольку точка Я лежит в плоскости ос, то ко­
ординаты точки Я удовлетворяют уравне­
нию плоскости:

7 -(1 - 0 + 3(-1 + 0 + 4 • 4£ - ^ = 0.

Отсюда 20^ = Следовательно, точка Я имеет координаты
2 о

г 8;~1+8;4'8 ИЛИ а^о^о • Число £ = 77 позволяет вычислить отно- о о Z / о
шение, в каком точка Я делит ребро АЗ, потому что АЯ : АЗ = 3:8, откуда 
АЯ:ЯЗ = 3:5.

Вопрос. Какие координаты имеет точка пересечения плоскости а с 
прямой СИ?
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2.7. * Векторный признак параллельности прямой и плоскости. 
Для составления уравнения плоскости, параллельной одной или двум 
прямым, можно использовать следующий признак.

Если нормаль к плоскости а перпендикулярна прямой а, то плос­
кость а параллельна прямой а.

Пример 3. Покажем, как в кубе АВСВА1В1С1В1 провести плоскость 
через середины рёбер ЛА 1 и СБ параллельно прямой ВВГ

Обозначим ребро куба через а. Введём пря­
моугольную систему координат с началом В и 
осями, направленными так, как изображено 
на рис. 3. Найдём координаты вершин В, Вѵ 
середины М ребра ААХ и середины N ребра СВ: 
В(0;0;0), Вг(а',а;а), ^щ;0

Пусть искомая плоскость ос имеет уравнение 
тх + пу + кг + 1 = 0. Тогда из условия М є а со- 

ставляется уравнение та + у + 1 = 0, из уело- 

вия є а получаем уравнение + па +1 = 0.

Далее, поскольку вектор р = (т;п;к) перпендикулярен плоскости ос, а 
плоскость ос должна быть параллельна прямой ВВѴ то р ± ВВѴ откуда 
р • ВВг = (т;п;к) ■ (а;а;а) = та + па + ка = 0.

В итоге для неизвестных т, п, к, I получаем систему

ка і гч та ч———ь / = 0,

та . , ? п——і- па + 1 — 0,

а(т + п + к) = 0.

Эта система равносильна системе

2т + к + — = 0, а
91т + 2п + ~ = 0, а

т + п + к = 0.
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Вычитая из первого уравнения второе, получаем 2т + к - т - 2п = О, 
т + к~2п = 0,т + к = 2п. Так как из третьего уравнения т + к = -п, то 
2п = -п, откуда п = 0. Поэтому т + к = 0, к - -т. Подставляя в пер- 

21 21вое уравнение системы, получаем 2т - т + — = 0, т = -—. В итоге

неизвестные т, п, к выражаются через I: т = -—, п = 0, к = -т = —.

Полагая I - -а, получим т = 2, п = 0, к = -2.
Окончательно уравнение плоскости а записывается в виде 2х - 2г - а = 0. 
Вопрос. Какие координаты имеет точка пересечения плоскости а 

с ребром СС^.
2.9. ** Нормальное уравнение плоскости.

Пусть плоскость Р не проходит через начало О 
системы координат. Опустим из точки О на плос­
кость перпендикуляр ОР. Положение точки Р в 
пространстве можно задать расстоянием ОР = р и 
тремя углами ос, р, у, которые луч ОР образует со­
ответственно с положительными лучами осей Ох, 
Оу и Oz (рис. 4).

Рассматривая проекции точки Р на оси систе­
мы координат, получаем, что точка Р имеет абс­
циссу р cos ос, ординату р cos р и аппликату р cos у. 
Следовательно, P(pcosa;pcos P;pcosy), откуда 
ОР2 = р2 cos2 а+р2 cos2 р + р2 cos2 у.

Пусть M(x;y;z) — произвольная точка плоскости р. Заметим, что 
плоскости Р принадлежат те и только те точки М, для которых либо точ­
ка М совпадает с точкой Р, либо треугольник ОМР — прямоугольный. 
Во всех случаях можно написать равенство ОМ2 = ОР2 + МР2.

Записав это равенство через координаты точек, получаем:
х2 + у2 + z2 =р2 + (х -pcos а)2 + (у-pcos Р)2 + (z -pcosy)2,

2р(х cos а + у cos Р + z cos у) = р2 + р2 cos2 а+р2 cos2 Р + р2 cos2 у.
Поскольку р2 cos2 а+р2 cos2 $+ р2 cos2 у=р2, то

2р(х cos а + у cos Р + z cos у) = 2р2,

xcosa + ycos$ + zcosy=p. (3)

Таким образом, уравнению (3) удовлетворяют координаты (x;y;z) тех 
и только тех точек, которые лежат на данной плоскости р.
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Уравнение (3) называется нормальным уравнением плоскости.
В нормальном уравнении плоскости каждый коэффициент при пере­

менных и число р имеют конкретный геометрический смысл:
- число р неотрицательно и равно расстоянию от начала координат до 

плоскости;
- коэффициенты cos a, cos^, cosy при х, у, z равны косинусам углов, 

образуемых нормалью ОР к плоскости с положительными лучами осей 
Ox, Оу, Oz соответственно, если направление нормали рассматривать от 
начала О к плоскости;

- вектор п = (cos a;cos p;cosy) является нормалью к плоскости;
- вектор п = (cosос; cosp; cosy) имеет единичную длину, то есть 

cos  а + cos  Р + cos y= 1.2 2 2
Вопрос. Как записать уравнение плоскости, проходящей через на­

чало координат, сумма квадратов коэффициентов которого при х, у, z 
равна 1?

■ Контрольные вопросы и задания

1. Как определяется нормаль к плоскости?
2. Какой вид имеет уравнение плоскости в пространстве?
3. Пусть плоскость задана уравнением ах + Ьу + сг + d = 0. Какой гео­

метрический смысл имеет вектор (а;Ь;с)?
4. Как записать условие параллельности плоскости ах + Ьу + сг + сі = О 

и прямой АВ, проходящей через точки А(х1;г/1;г1) и В(х2;у2;г2)?
5. ** Какой вид имеет нормальное уравнение плоскости?

■ Задачи и упражнения

1. Найдите уравнение плоскости, проходящей через точку А перпен-
дикулярно вектору п, если:

а)А(0;0;0),п = (1;0;0); б)А(1;0;0), п = (1;1;2);
в)А(1;2;1),п = (1;-2;|]; г)а/1;|;-2ІЯ = (-1;-2;2).

2. Известно, что точка А является основанием перпендикуляра, опу­
щенного из начала координат на плоскость. Составьте уравнение этой
плоскости, если:

а)А(1;1;1), б)А(1;2;-1), в)А(3;4;2), г)а(-|;3;2)
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3. Составьте уравнение плоскости:
а) проходящей через точку А(1; 1; 1) параллельно плоскости х + у + 2 = 0;
б) проходящей через точку А(1;2;-1) параллельно плоскости

2х + і/-г + 4 = 0;
в) проходящей через точку А(2;1;4) параллельно плоскости

Зх + Зг/ - 2г + 1 = 0; 
г) проходящей через точку А(1;3;2) параллельно плоскости

-2х + у - 2 + 2 = 0.
4. Найдите уравнение плоскости, проходящей через точки А, В, С, 

если:
а) а(1;2;|), В(0;3;2), ф;0;|);

бм(1;1;-|), В(1;4;-3), С(2;1;-2);

в)А(1;1;-1), В(-1;-1;3), С(0;1;0);
г)А(2;1;-2), В(4;1;-4), С(3;0;-5).

5. Найдите уравнение плоскости, проходящей через точки А и В па­
раллельно прямой СВ, если:

а)А(1;1;1), В(2;0;-2), С(1;0;0), В(0;2;1);

б)А(1;0;-1), В(1;4;-3), С(2;1;4), В(3;2;2);

в)А(1;0;0), В(-1;-1;3), С(0;1;1), В(1;-1;2);

г)А(2;1;-2), В(2;1;-2), С(2;1;2), В(3;2;3).

6. Найдите уравнение плоскости, которая пересекает ось Ох в точ­
ке А, ось Оу в точке В, ось Ог в точке С, причём:

а)А(1;0;0), В(0;1;0), С(0;0;1);
б)А(2;0;0), В(0;3;0), С(0;0;5);

в)А(-2;0;0), В(0;1;0), С(0;0;2);

г)А(-2;0;0), В(0;-1;0), С(0;0;4).

7. * Найдите уравнение плоскости, проходящей через точку А парал­
лельно прямым ВС и МЫ, если:

а)А(1;0;0), В(1;2;1), С(2;2;3), М(-1;0;1), М-1;1;4);

б)А(1;1;1), В(0;0;1), С(1;-1;2), М(0;1;1), М4;4;1).
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■ Тесты

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Какая из плоскостей содержит точку М(-5;3;-2)?
1)х + 2і/-Зг-6 = 0 2) 2х-г/ + 4г + 20 = 0
3) у - х + Зг - 2 = 0 4) Зх + г - 2?/+ 21 = О
1.2. Какая из указанных плоскостей параллельна прямой, проходя­

щей через точки А(4;-3;-1), В(3;-4;-2)?
1)2х+г/ + Зг-2 = 0 2)х + 2г/ + г-4 = 0
3)х + г/ + г + 3 = 0 4) Зх-у- 2г-1 = 0
1.3. В каком случае точка С с указанными координатами расположена 

на отрезке с концами А(-2; 7; 1), В(4;1;-5) так, что АС : СВ = 2:1?
1)С(-1;6;0) 2)С(0;5;-1) 3)С(1;4;-2) 4)С(2;3;-3)
1.4. * Какая из указанных плоскостей не пересекается с прямой, 

которая в параметрической форме имеет вид: х = 1 - 2С у = 2 + Зі, 
г = 4-/?

1)х-і/ + г = 6 2)х + г/ + г = 4
3)х-г/-г = 8 4) х + у-2= 10

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Какие из указанных векторов перпендикулярны к плоскости с 

уравнением 2х - г + 3 = 0?
1)(-4;2;2) 2)(6;0;-3) 3)(2;0;4) 4)(5;1;10)
2.2. В прямоугольной системе координат с началом О задана плос­

кость с уравнением х + 5у - Зг + 1 = О. Для каких из указанных точек М 
отрезок ОМ пересекает эту плоскость?

1)М(2;1;3) 2)М(-3;2;-1) 3) М(-1;-2;-4) 4)М(5;-1;2)
2.3. Какие из точек расположены на прямой, проходящей через точки 

А(0;0;0),В(-2;1;-4)?
1) (0,2;-0,1;0,4) 2) (-1,2;0,6;-2,4)
3)(1;-0,5;2) 4)(0,8;-0,4;1,6)

2.4. Какие из указанных плоскостей содержат точку А(-2;1;2)?
1)х-2г/ + г + 2 = 0 2)х + Зг/-г+1 = 0
3) 2х + 4і/- Зг + 6 = 0 4) 5х-і/-2г + 12 = 0
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§ 3. УГОЛ МЕЖДУ ПРЯМЫМИ В ПРОСТРАНСТВЕ ■

3.1. Косинус угла между векторами. Пусть а =АВ и Ь =АС — два 
ненулевых вектора, связанных с точкой А. Угол ф между такими векто­
рами определяется как угол между лучами АС и АВ. В прямоугольной 
системе координат

а-Ь = |а| • |Ь|соз ф. (1)

В общем случае угол между двумя ненулевыми векторами а и Ь был 
определён как угол между равными им векторами, связанными с одной 
точкой. Поэтому из равенства (1) косинус угла между ненулевыми век­
торами можно выразить через скалярное произведение и длины этих 
векторов:

аЬ
^^ГТ^І' (2)

В прямоугольной системе координат равенство (2) позволяет вычис­
лить угол между любыми двумя заданными ненулевыми векторами.

Вопрос. Какие углы образует вектор а = (3;4;5) с единичными векто­
рами ех = (1;0;0), е2 = (0; 1;0), е3 = (0;0;1) координатных осей?

3.2. Угол между прямыми. Напомним, что угол между скрещиваю­
щимися прямыми тип определяется как угол между пересекающими­
ся прямыми т} и пѵ которые соответственно 
параллельны прямым тип.

Пусть на прямой т заданы различные точ­
ки А и В, а на прямой п — различные точки 
С и В. Обозначим направляющий вектор АВ 
прямой т через а и направляющий вектор СВ 
прямой п через Ь (рис. 1). Выбрав некоторую 
точку О, мы можем построить векторы ОМ = а 
и ON = Ь (рис. 2). Поскольку прямая ОМ па­
раллельна прямой АВ, а прямая ОМ парал­
лельна прямой СВ, то угол между прямыми т 
и п можно вычислять как угол между прямы­
ми ОМ и ОМ. Если координаты точек А, В, С, 
В известны, то можно вычислить координаты 
векторов ОМ и ОМ и найти угол ф между эти-
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Рис. 3

ми векторами. Если ф не больше 90°, то угол 
между прямыми ОМ и ON равен ф, а если ф 
больше 90°, то угол между прямыми ОМ и ON 
равен углу, смежному с углом MON, и его ве­
личина равна 180° — ф.

Пример 1. В кубе ABCDA1B1C1D1 точка М — 
середина ребра CD. Найдём угол между пря­
мыми B.J) и АМ.

Обозначим ребро куба через а. Введём пря­
моугольную систему координат с началом В и 
осями ВА, ВС и ВВг (рис. 3).

Тогда А(а;0;0), В(а;а;0), ВДО^щ), М\^;а;0\. Введём векторы т =АМ = 

= -^;а;0 , п = ВВ1 = (-а;-а;а) и обозначим через ф угол между тип. 

Далее находим:

| т^ = т2 = ^- + а2 = ^-; \п^ = п2 = а2 + а2 + а2 = За2;

т + а • (-а) + 0 • а =

Отсюда т • п = \т\ • |п|со8ф, = ^яД • пѴЗсовф, соэф = —Д=. По- 
* \15

скольку cos ф < 0, то угол между векторами тип — тупой. Поэтому угол а 
между прямыми АМ и B^D равен 180° - ф и cos а = cos (180° - ф) = -cos ф = 
= ^5 =lcos Ф'*

1Ответ: ос = arccos -7=.
у15

Вопрос. Как объяснить, что косинус угла между прямыми равен мо­
дулю косинуса угла между направляющими векторами этих прямых?

3.3. * Применение формулы косинуса угла между прямыми.
В этом пункте разберём следующую задачу.

Пример 2. В основании правильной треугольной призмы 
АВСА^ВуС^ лежит равносторонний треугольник АВС со стороной а. 
Известно, что прямые АВг и САг перпендикулярны. Найдём боковые 
рёбра призмы.
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Обозначим ААг = ВВХ = ССг = Л. Введём пря­
моугольную систему координат с началом А,
ось Оу направим вдоль АВ, ось О2 направим
вдоль ААр ось Ох направим в плоскости основа­
ния так, как на рис. 4. Найдём координаты вер­

шин призмы: А(0;0;0), В(0;а; 0), с^фо),

А^ОїОїЛ), В^Оіа;^, С^^^;—;л]. Отсюда т =

= АВГ = (0;а;Л), п = СА^ (-^;-^;Л

Рис. 4Из условия следует, что т 1 п. Поэтому

скольку п > 0, то п =

Ответ: Ѵ2
Вопрос. Как изменится решение этой задачи, если ввести систему ко­

ординат с началом в середине Н ребра АВ и осями НС, НВ, ННѴ где Нх — 
середина ребра А^?

Контрольные вопросы и задания ■

1. Как найти косинус угла между векторами, если заданы координа­
ты векторов?

2. Как определяется угол между двумя скрещивающимися прямыми?
3. Как найти угол между прямыми тип, если известны координаты 

направляющего вектора а прямой т и направляющего вектора Ь прямой п?
4. В каком случае две скрещивающиеся прямые тип перпендику­

лярны?

Задачи и упражнения ■

1 . Даны точки А(1;0;6), В(5;4;0), С(5;0;3). Найдите косинусы углов 
при вершинах треугольника АВС.
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2 . Найдите косинусы углов, которые образует с координатными ося­

ми вектор а = (2;-1;-2).

3 . Найдите косинус угла между векторами а иЬ, если |а| = 2|&|, а век­
торы 2а + Ь и а - ЗЬ перпендикулярны.

4 . Два ненулевых вектора а и Ь таковы, что | а + & | = | а - Ь |. Докажите, 
что векторы а иЬ перпендикулярны.

5 .* Вектор а + ЗЬ перпендикулярен вектору а - 5Ь, а вектор а + 4Ъ пер­
пендикулярен вектору а - ЗЬ. Найдите косинус угла между векторами 
аиЬ.

6 . В основании правильной треугольной пирамиды 8АВС лежит рав­
носторонний треугольник АВС со стороной 2. Найдите боковые рёбра 
пирамиды, если известно, что прямые СР иА$ перпендикулярны, где Р, 
Q — середины рёбер ВА и 8В соответственно.

7 . В основании правильной четырёхугольной пирамиды 8АВСВ 
лежит квадрат со стороной 6. Точка Р — середина ребра 8В. Найди­
те высоту пирамиды, если известно, что прямые АР и 8С перпендику­
лярны.

8 .* В правильной четырёхугольной пирамиде 8АВСВ с основанием 
АВС В все рёбра равны. Найдите угол между медианами 8 К и ВЬ граней 
А8В и С8В соответственно.

9 .* В пирамиде АВС В ребро АС перпендикулярно рёбрам АВ и СВ. 
Найдите угол между прямыми АВ и СВ, если известно, что АВ = СВ = 1, 
АС = 3, ВВ = 2^3.

10 .** В пирамиде АВСВ точки Р и Q лежат на рёбрах АР и ВС так, что 
АР : РВ = BQ : QC =1:2. Найдите угол между прямыми АВ и ВС, если 
известно, что АВ = ВС = 2PQ.

11 .** В пирамиде АВСВ точка Р — середина ребра СВ. Ребро АВ пер­
пендикулярно рёбрам СВ и АВ. Найдите угол между прямыми АВ и СВ, 
если известно, что АР = За, СВ = 4а, АВ = ВР = 5а.

12 .** В пирамиде АВСВ точки М и N лежат на рёбрах АС и ВВ так, 
что АМ : МС = ВЫ : ^P = 1:3. Найдите угол между прямыми АВ и СВ, 
если известно, что АВ = За, МЫ = 4а, СВ = 9а.
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Тесты ■

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Чему равна сумма векторов АВ и СВ, если А(1; 5; 2), В(-1; 7; 1), 

С(3;3;4),В(4;0; 5)?
1) (0; 1; 0) 2)(1;1;1)

1.2. Чему равен косинус 
^(0; 1;3)?

3)(-1;-1;-1) 4) (-1; -1;, 0)

угла между векторами а(3; 0;1) и

1)0,2 2)0,3 3)0,4 4)0,5

1.3. При каком значении т вектор а(3; 2т; 1) перпендикулярен векто­
ру Ь(т; -2;3)?

1)3 2)4 3)5 4)6

1.4. Чему равен косинус угла между векторами аиЬ, если |п| = 0,5 • |&|, 
а векторы За + Ь и а - 2Ь перпендикулярны?

4-1 2)0 3»1 4)1

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Дан куб АВСВА1В1С1В1. Укажите пары перпендикулярных скре­

щивающихся прямых:
l)ACnB1D1 2)АС1иВВ1
3) АА1 и B1D1 4) АВХ и CD1

2.2. Какие из указанных величин могут быть значениями углов меж­
ду двумя векторами?

1)-45° 2) (30^2)° 3)180° 4) (300^2)°

2.3. Какие из приведённых значений равны косинусам некоторых уг­
лов, которые образует с координатными осями вектор а = (2;-1;-2)?

4 2>-1 зч 4Н
2.4. При каких а угол между векторами п(1;2;2) и т(2а;1;-а) более 

60°?

4)4= Ѵ5
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■ §4. УГОЛ МЕЖДУ ПЛОСКОСТЯМИ

4.1. Угол между нормалями к плоскостям. Пусть заданы две плос­
кости а и Р, которые пересекаются по прямой с. Проведём плоскость у, 
перпендикулярную прямой с и пересекающую плоскости а и р по пря­
мым а и b соответственно (рис. 1). Тогда по определению угол между 
плоскостями а и Р равен углу между прямыми аиЬ.

Покажем, что вычисление угла между плос­
костями ОС И р можно свести к вычислению 
угла между нормалями к этим плоскостям. Из 
точки А пересечения прямых аиЬ отложим не­
нулевой вектор АР, перпендикулярный плос­
кости ос, и ненулевой вектор AQ, перпендику­
лярный плоскости р. Тогда АР ± с, АР ± а, 
AQ ± с, AQ ± Ь. Отсюда получаем, что прямые 
а, Ь, АР, AQ проходят через точку пересече­
ния и перпендикулярны прямой с. Поэтому 
все прямые а, Ь, АР, AQ лежат в одной плос­
кости у (рис. 2). Но поскольку АР ± a hAQ ± Ь, 
то угол между прямыми АР и AQ равен углу 
между прямыми а и Ь. Это означает, что угол 
между нормалями АР и AQ к плоскостям а и Р 
либо равен углу между плоскостями а и Р, 
либо дополняет этот угол до 180°.

Вопрос. Как определяются двугранный
угол и линейный угол двугранного угла?

4.2. Угол между плоскостями. Пусть в координатном пространстве 
заданы две плоскости: плоскость а с уравнением а^х + b}y + c^z + ^ = 0 и 
плоскость Р с уравнением а2х + b2y + c2z + d2 = 0. Тогда вектор 
т = (a^b^Cj) перпендикулярен плоскости ос, вектор п = (а2;Ь2;с2) пер­
пендикулярен плоскости р. Как следует из предыдущего пункта, угол 
между векторами тип позволяет определить угол между плоскостями 
аир.

Пример 1. Найдём угол между плоскостями, заданными уравнениями 
Зх - і/ - 2 = 0 и -2х - г + 5 = 0.

Пусть т = (3;-1;0), п = (-2;0;-1), ср — угол между векторами тип.
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Тогда
cos ffl = /у» = 3(-2) + (-1)0 + 0(-1) = 3^2

Ы'Ы ^З2 + (-1)2 + О2 • л/(—2)2 + О2 + (-1)2 5

Поскольку получено отрицательное значение косинуса, то ф > 90°. По­
этому угол а между заданными плоскостями равен 180° - ф и

3V2cos ос - cos (180° - ф) = -cos ф = —^—.
л 3^2Ответ: arccos—

Вопрос. Как найти угол между плоскостями, заданными уравнения­
ми Зх - і/ + 1 = 0 и 2х + г - 1 = 0?

4.3. Векторный признак перпендикулярности плоскостей. Пусть 
плоскости аир имеют уравнения ахх + Ьху + с^ + d1 = 0 и а2х + Ь2у + c2z + 
+ d2 = 0 соответственно.

Плоскость а перпендикулярна плоскости р в том и только в том слу­
чае, когда вектор т = (oc1;fc>1;c1) перпендикулярен вектору п = (а2;Ь2;с2). 
Это равносильно тому, что m • п = 0, то есть аха2 + Ь^ + c^2 = 0.

Вопрос. Как объяснить, что условие перпендикулярности плоскостей 
не зависит от коэффициентов d^ и d2?

4.4. Векторный признак параллельности плоскостей. Плоскости 
аир параллельны только в том случае, когда перпендикулярные к ним 
векторы параллельны.

Пусть плоскости а и Р имеют уравнения ахх + Ь}у + сг2 + dr = 0, 
а2х + Ъ2у + c2z + t/2 = 0 и а II р. Параллельность векторов т = (а^Ь^с^ и 
п = (а2;Ь2;с2) означает их коллинеарность. Поэтому найдётся такое число 
X ^ 0, что п = кт. Отсюда (a2;b2;c2) = XCajbjcJ и а2 = каѵ Ь2 = kbv с2 = ксѵ 
В результате приходим к следующему утверждению:

две плоскости параллельны, если в их уравнениях пропорциональны 
соответствующие коэффициенты при переменных X, у, 2.

Вопрос. Как составить уравнение плоскости, проходящей через две 
данные точки М(1;1;1) и ^2;2;2) и перпендикулярной к плоскости 
х + у- 2-1-0?

4.5. Вычисление угла между плоскостями. Разберём задачу о на­
хождении угла между плоскостями.

191



■ Глава 6. Метод координат в пространстве

Пример 2. В правильной четырёхугольной 
пирамиде SABCD рёбра основания ABCD рав­
ны 4, высота SH равна 3. Найдём угол между 
плоскостями SAB и SBC.

Введём прямоугольную систему коорди­
нат с началом в точке Н и осями, направ­
ленными так, как на рис. 3. Тогда А(2;-2;0), 
В(-2;-2;0), С(-2;2;0), S(0;0;3).

Будем искать уравнение плоскости SAB в 
виде ах + by + С2 + d = 0. По условию:

Sea, поэтому a • 0 + & • 0 + с- 3 + d = 0;
Ае а, поэтому а - 2 + b • (-2) + с • О -I- d = 0;

Вен, поэтому а • (-2) + b • (-2) + с • 0 + d = 0.
В результате приходим к системе Зс + d = 0, 2а - 2b + d = 0, 

2а + 2b - d = 0, откуда а = 0, b = ^d, с = ~^d. Выбирая d = 6, уравнение 

плоскости SAB получаем в виде Зу - 2г + 6 = 0, а вектор нормали к ней в 
виде т = (0;3;-2).

Будем искать уравнение плоскости SBC в виде рх + qy + rz + t = 0. Для
этого, подставляя соответствующие координаты в уравнение плоскос­
ти SBC, получим и решим систему уравнений. В результате уравнение 
плоскости р получим в виде Зх - 2г + 6 = 0, а нормаль к ней — в виде 
Я = (3;0;-2).

тт — - т т-пПусть (р — угол между векторами тип. Тогда сов (р = П| ,~ =

4 4т=---г=- = ^. Поскольку соэф > 0, то угол между плоскостями равен ф.

Ответ: агссоэ

Вопрос. Чему равен двугранный угол при ребре 8В у пирамиды из 
рассмотренного примера?

■ Контрольные вопросы и задания

1. Как определяется угол между двумя плоскостями?
2. Докажите, что угол между двумя плоскостями равен либо углу 

между нормалями к плоскостям, либо смежному с ним углу.
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3. Как найти угол между двумя плоскостями, если известны их урав­
нения?

4. При каком условии две плоскости, заданные уравнениями, перпен­
дикулярны?

5. При каком условии две плоскости, заданные уравнениями, парал­
лельны?

Задачи и упражнения ■

1. Найдите угол между плоскостями:
а)х + у+ з- 1 = 0 и 2х- [/-2 + 5 = 0;
б) 2х+ [/-2 + 4 = 0 и х + 2у + 2-1 = 0;
в) 2х + Зу + 42 - 12 = 0 и Зх - 6і/ + 1 = 0;
г) Зх - 2у - 32 + 5 = 0 и 9х - 6[/ - 92 - 5 = 0.
2. Составьте уравнение плоскости, проходящей через точку А(1;-3;2) 

параллельно плоскости 2х + у + 22 - 1 = 0.
3. Найдите, при каком значении т плоскость 2х + ту - 32 - 1 = 0 пер­

пендикулярна плоскости 5х + у + 32 + 1 = 0.
4. Найдите угол между плоскостью Оху и плоскостью, заданной урав­

нением Ѵ2 • х + [/ - 32 + 17 = 0.
5. Дан куб с основанием АВСВ и боковыми рёбрами ААр ВВѴ ССг и 

ППр Через вершину В и середины рёбер ССг иАД проведена плоскость. 
Найдите величину двугранного угла, образованного этой плоскостью с 
плоскостью основания.

6. * В основании треугольной пирамиды 8АВС лежит прямоугольный 
треугольник АВС, длины катетов АВ и АС которого равны За и 4а соот­
ветственно. Ребро ЗА пирамиды перпендикулярно плоскости основания 
и имеет длину а. Через середины рёбер АВ, ЗС и точку, лежащую на реб­
ре АС и удалённую от вершины А на расстояние а, проведена плоскость. 
Определите величину двугранного угла, образованного этой плоскостью 
и плоскостью основания.

7. * В основании треугольной пирамиды 8АВС лежит правильный тре­
угольник АВС со стороной 1, ребро ЗА пирамиды перпендикулярно плос­
кости основания, |ЗА| = Ѵз. Плоскость ос параллельна прямым ЗВ и АС, 
плоскость Р параллельна прямым ЗС и АВ. Определите величину угла 
между плоскостями аир.

8. В основании четырёхугольной пирамиды 8АВСВ лежит прямо­
угольник АВСВ со сторонами |АВ| = 3, |ВС| = 2. Боковые рёбра пирамиды
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■ Глава 6. Метод координат в пространстве

имеют одинаковую длину, её высота равна 3. Плоскость ос параллельна 
прямым ВВ и АС, плоскость Р параллельна прямым ВС и ВВ. Определи­
те величину угла между плоскостями а и [В.

9. В прямоугольном параллелепипеде АВСВА1В1С1В1 длины рёбер 
|АВ| = 1, |АВ| = Ѵз, |А41| = 2. Через вершины Вѵ В и точку М — середину 
ребра ВС проведена плоскость л. Определите величину двугранного угла 
между плоскостью л и плоскостью грани АВСВ.

10. В кубе АВСВА1В1С1В1 точка М — середина ребра СХВХ, точка N 
выбрана на ребре АВ так, что |АУ| = 2|УВ|. Через вершину В и точки М 
и N проведена плоскость ос. Определите величину двугранного угла меж­
ду плоскостью а и плоскостью грани АВОЙ куба.

11. *В кубе АВСВА1В1С1В1 с ребром 1 плоскость ос проходит че­
рез главную диагональ АСѴ пересекает ребро СВ и образует угол в 60° 
с плоскостью основания АВСВ. Найдите, в каком отношении плос­
кость а делит ребро СВ.

12. В правильной четырёхугольной пирамиде ВАВСВ сторона основа­
ния АВСВ равна 1, высота пирамиды равна 2. Точки М и N — середины 
рёбер ВВ и СВ соответственно. Через вершину А и точки М и N проведе­
на плоскость р. Определите величину двугранного угла между плоскос­
тью Р и плоскостью основания АВСВ.

13. ** В основании треугольной пирамиды АВСВ лежит прямоуголь­
ный треугольник АВС с гипотенузой ВС, равной единице, и углом АВС,

Ѵ13равным 60°. Длины рёбер АВ, ВВ, СВ равны точка М — середи­

на СВ. Через прямую ВМ под углом 45° к плоскости АВС проведена 
плоскость, пересекающая ребро АС в некоторой точке У. Найдите отно­
шение АУ : УС.

14. * В основании четырёхугольной пирамиды ВАВСВ лежит прямо­
угольник АВСВ со сторонами АВ = 4, ВС = 2. Длины всех боковых рёбер 
равны 3, точка М — середина АВ. Через прямую ВМ параллельно диа­
гонали АС проведена плоскость. Определите величину угла между этой 
плоскостью и плоскостью ВАС.

15. ** В основании четырёхугольной пирамиды ВАВСВ лежит прямо­
угольник АВСВ со сторонами АВ = 3, ВС = 1. Ребро ВА перпендикулярно 
плоскости основания и равно 2^5, точка М — середина СВ. Через пря­
мую ВМ под углом 45° к плоскости ВАВ проведена плоскость, пересека­
ющая ребро ВА в некоторой точке У. Найдите отношение ВУ : УА.
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Тесты ■

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Чему равен косинус угла между плоскостями 2х - 4у + 5г - 21 = О 

и х - Зг + 18 = О?

1 15л/2 }15Ѵ2 3) 15 4) 15

1.2. Найдите уравнение плоскости, проходящей через точку М(2;3;0) 
параллельно плоскости 2х - г/ + Зг = 0:

1) 2х - і/ + Зг + 4 = 0
2) х - 2у + Зг + 4 = 0
3) 2х - у + Зг - 1 = 0
4) 4х - 2і/ + 6г - 1 = О
1.3. При каком значении т плоскость 5х + ту + Зг - 2 = 0 перпендику­

лярна плоскости - х - 2у + Зг - 4 = О?
1)-1 2)0 3)1 4)2
1.4. Чему равен угол между плоскостью Охг и плоскостью, заданной 

уравнением ѴЗх - 2г/ + г + 5 = 0?
1)30° 2)45° 3)135° 4)150°

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. При каких значениях пит плоскости 2х + бу + тг - 8 = 0 и 

пх - Зу + 8г + 1 = 0 параллельны?
1)т = 1б,п = -4 2) т = ~8, п = 1
3)т = -16,п = -1 4)т--8,п = -4

2.2. При каких значениях т плоскости с уравнениями 2х + ту - г + 1 = 0 
и тх + Зту + г — 1 = О перпендикулярны?

1)-1 2)0 3)| 4)1

2.3. При каких значениях т плоскости с уравнениями тх - 4у + Зг + 
+ 1 = 0 и тх + у + тг + 2 = 0 перпендикулярны?

1)-4 2)-1 3)0 4)1

2.4. При каких значениях а угол между вектором т = (1;2;а) и коор­
динатным вектором (0;0;1) равен 30°?

1)Ѵ15 2)4 3)-Ѵ15 4)-4
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■ Глава 6. Метод координат в пространстве

■ § 5. УГОЛ МЕЖДУ ПРЯМОЙ и плоскостью

5.1. Синус угла между прямой и плоскостью. Пусть задана плос­
кость а и наклонная прямая а, которая пересекает плоскость ос в точ­
ке А. Из другой точки В прямой а опустим перпендикуляр ВН на 

плоскость ос (рис. 1). Тогда прямая АН яв­
ляется перпендикулярной проекцией пря­
мой а на плоскость а. По определению угол 
между прямой а и плоскостью ос равен углу 
ВАН. Поскольку треугольник АВН пря­
моугольный, то АВАН + ААВН = 90°. Зна­
чит, угол ВАН дополняет до 90° угол АВН, 
образованный прямой а и перпендикуля­
ром ВН к плоскости ос, и поэтому sinABAH = 
= cosААВН. Отсюда следует, что, вычислив 
косинус угла между прямой а и перпендику­
ляром к плоскости ос, мы сможем найти си­
нус угла между прямой а и плоскостью ос.

Вопрос. Чему равен угол между прямой т и плоскостью ос, если угол 
между нормалью к плоскости ос и направляющим вектором прямой т ра­
вен 120°?

5.2. Вычисление угла между прямой и плоскостью. Пусть в коор­
динатном пространстве заданы плоскость а с уравнением 
ах + Ьу + С2 + d = 0 и прямая I, проходящая через точки А(р1;д1;г1) и 
В(р2;д2;г2). Тогда вектор т = (а;Ь;с) является нормалью к плоскости ос, 
а вектор АВ = (р2—р1‘,д2~(1і’г2~гі) — направляющим вектором прямой АВ. 
Из предыдущего пункта следует, что угол между векторами т и АВ по­
зволяет определить угол между прямой I и плоскостью ОС.

Пример 1. Найдём угол между плоскостью с уравнением х + 2у + Зг = 
= 0 и прямой АВ, где А(0;0;0), В(2;-5; 1).

Обозначим через т = (1;2;3) нормаль к данной плоскости, через 
а = (2;-5;1) — направляющий вектор прямой АВ, через ср — угол между 
векторами т та, через ос — угол между прямой АВ и заданной плоскос­
тью. Тогда

_ 1-2 + 2(-5) + 3-1 _ ГГ
С08ф“ ѴР+^з^-Ѵг^+^+Р" N84-
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§ 5. Угол между прямой и плоскостью ■

Поскольку значение косинуса отрицательно, то ф > 90°. Поэтому 

sin а = cos (л - Ф) = Л тгт.

Ответ: arcsin

Вопрос. Как связаны друг с другом угол между двумя прямыми и 
угол между направляющими векторами этих прямых?

5.З. * Плоскость, образующая заданный угол с заданной прямой.
Пример 2. В единичном кубе АВСОА1В1С1О1 через прямую ВгС про­

ведена плоскость, пересекающая ребро АВ и образующая угол в 60° с
прямой АХВ. Найдём, в каком отношении 
эта плоскость делит ребро АВ. Введём пря­
моугольную систему координат с началом В 
и осями, направленными как на рис. 2. Най­
дём координаты нужных точек: В^О:0;!), 
ССОЦ^А^ОДХВ^О).

Вектор а = ВАХ = (1;0;1) является направ­
ляющим вектором прямой АХВ.

Обозначим искомую плоскость через у и за­
пишем её уравнение в виде тх + пу + кг + 1 = 0. 
Тогда вектор Ь = (т;п;к) есть нормаль к 
плоскости у. Из условия следует, что век­

тор Ь образует с прямой АХВ угол в 30°, откуда 
Іт + кІ Уз

а-Ъ
\ + \Ь\

= cos 30° =

Так как плоскость у проходит через точки В1 и С, то к + I = О, п + I = О. 
В результате приходим к системе

к+ 1 = 0,
< п + 1 = 0,

Заметим, что плоскость у не может совпадать с плоскостью ВВХС, а поэ­
тому не проходит через начало системы координат. Значит, в уравнении 
плоскости у можно взять 2 = -1. Тогда & = 1, и = 1, а последнее уравнение 
системы можно записать в виде у/2 ’\т + 11 = л/з ' ^т2 + 2-
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■ Глава 6. Метод координат в пространстве

Отсюда 2(т2 + 2m + 1) = 3(m2 + 2), т2 - 4m + 4 = 0, m = 2. Следователь­
но, уравнение плоскости у имеет вид 2х + с/ + г-1 = 0.

Пусть M(t; 0; 0) — точка пересечения прямой АВ с плоскостью у. Тогда

2t+ 0 + 0-1 = 0, откуда / = а поэтому точка М — середина отрезка АВ.

Ответ: 1:1.
Вопрос. В каком отношении плоскость у делит диагональ ВАХ грани 

ВВ^А?

■ Контрольные вопросы и задания

1. Как определяется угол между прямой и плоскостью?
2. Как связаны друг с другом угол между прямой и плоскостью и угол 

между прямой и нормалью к этой плоскости?
3. Как найти угол между прямой и плоскостью, если заданы уравне­

ние плоскости и направляющий вектор прямой?

■ Задачи и упражнения

1 . Найдите угол между прямой, проходящей через точки А(1;1;1), 
В(2;4;0), и плоскостью, проходящей через точки C(l;l;2), D(l;2;l) и 
В(2;2;3).

2 . В треугольной пирамиде SABC рёбра АВ, AC, AS взаимно перпен­
дикулярны и АВ = 3, АС = 1, AS = Ѵз. Найдите угол между медианой ВК 
грани ASB и плоскостью BSC.

3 .* В основании прямой призмы АВСА1В1С1 лежит правильный тре­
угольник АВС со стороной 2, длины боковых рёбер ААр ВВХ, СС^ равны л/з. 
Плоскость ос параллельна прямым ACх nArB. Определите величину угла 
между прямой ВС и плоскостью ос.

4 .* В основании пирамиды SABC лежит правильный треугольник АВС 
со стороной 2, ребро SA перпендикулярно плоскости основания, |SA| = Ѵз. 
Плоскость ос параллельна прямым SC и АВ, точка К — середина ребра 
ВС. Определите величину угла между прямой AX' и плоскостью ос.

5 .* В основании прямоугольного параллелепипеда ABCDA1B1C1D1 с 
боковыми рёбрами ААр ВВ^ CCV DDX лежит прямоугольник ABCD со 
сторонами АВ = 5, ВС = 1. Точка М — середина ребра АВ. Найдите длину 
ребра ААр если известно, что прямые МСХ и ВХС образуют равные углы с 
плоскостью A^BCD^.
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§ 5. Угол между прямой и плоскостью ■

6 . В правильном тетраэдре 8АВС плоскость а проходит через верши­
ны 8, С и середину М ребра АВ, плоскость Р проходит через вершину В 
и точки К и Ь — середины рёбер 8А и 8С соответственно. Плоскости 
а и Р пересекаются по прямой I. Найдите величину угла между прямой I 
и плоскостью грани АВС.

7 .* Сторона основания АВСВ правильной четырёхугольной пирамиды 
ЗАВСВ равна 1, её высота равна 2. Плоскость ос проходит через верши­
ны А, 8 и середину М ребра ВС, плоскость Р проходит через вершину В и 
точки К и Ь — середины рёбер А8 и 8С. Плоскости ос и Р пересекаются по 
прямой I. Найдите величину угла между прямой I и плоскостью основа­
ния АВСВ.

8 .** В основании прямой треугольной призмы АВСА1В1С1 лежит рав­
нобедренный прямоугольный треугольник АВС, у которого АВ = ВС = 1. 
Длины боковых рёбер А4р ВВХ, ССХ призмы также равны 1. Через пря­
мую ВХС проведена плоскость, пересекающая ребро АХСТ и образующая с 
ним угол в 60°. В каком отношении эта плоскость делит ребро А1С1?

Тесты ■

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Чему равен синус угла между плоскостью х + у + 2 +10 = 0 и век­

тором п = (2;-1;2)?

1)44 2)4 3)4= 4)4=
2 7 2 7 л/2 л/З

1.2. При каком значении а из указанных угол между плоскостью 
х + с/ = 2 и вектором п = (1;1;а) равен 60°?

1)^| 2)1 3)^ 4)2

1.3. Какая из указанных плоскостей составляет наибольший угол с 
вектором (1;-3;2)?

1)х-у + г-1 = 0 2)х + 2у + 2-2 = 0
3)х + у +22-3-0 А)х + 2у-2~^ = ®

1.4. Какой из перечисленных ниже векторов составляет наименьший 
угол с плоскостью х + ^ + 2- 2 = 0?

1)п=(1;2;3) 2)п=(-1;2;3) 3)Я=(1;-2;3) 4)Я=(1;2;-3)
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Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Какие из перечисленных векторов составляют с плоскостью 

2х -і/ + 2г + 1 = 0 угол, больший 30°?
1)п=(1;1;2) 2)п=(1;-1;2) 3)Я=(1;-1;1) 4)и=(1;1;4)

2.2. С какими из перечисленных плоскостей вектор п = (3;4;5) состав­
ляет угол, не равный 45°?

1) 2х - с/+ 2г - 3 = 0 2) х - 2у - 2г - 10 = 0
3) 2х - 2у + г + 6 = 0 4) 2х + у + 2г - 6 = 0

2.3. При каких значениях а вектор п = (1;0;1) составляет угол 60° с 
плоскостью ах + у + 2 - 3 = 0.

1)-2 2)-1 3)1 4)2
2.4. Дана правильная четырёхугольная пирамида, все рёбра которой 

равны между собой. Какие из перечисленных значений может прини­
мать синус угла между некоторым ребром пирамиды и некоторой её 
гранью?

1)0 2)і з>Д 4>І
■ § 6. РАССТОЯНИЕ ОТ ТОЧКИ до плоскости

6.1. Формула расстояния от точки до плоскости. Напомним, что 
расстоянием от точки до плоскости называется длина перпендикуляра, 
опущенного из этой точки на плоскость.

Пусть в координатном пространстве плоскость а задана уравнением 
ах + Ьу + С2 + сі = 0 и точка А имеет координаты (т;п;к). Расстояние от 
точки А до плоскости а равно расстоянию от точки А до такой точки 
В(х0;у0;20) плоскости а, для которой вектор АВ перпендикулярен а. Если 
АВ ± ос, то вектор А_В коллинеарен нормали (а;Ь;с) к плоскости ос. Зна­
чит, найдётся такое число X, что (х0~ т;у0- п;20~к) = к(а;Ь;с) или 
х0~т = Ха, у0~п = кЬ, 20~к = кс.

Расстояние АВ от точки А до плоскости ос можно найти по формуле:

АВ = ^(х0 — т)2 + (у0 - п)2 + (г0 - к)2 = у/к2а2 + к2Ь2 + к2с2 = |Х| • ^а2 + Ь2 + с2.

Для вычисления к запишем равенства х0 = т + ка, у0 = п + кЬ, 
20 = к + кс и подставим в уравнение плоскости ос. В результате полу­
чим, что а(т + ка) + Ь(п + кЬ) + с(к + кс) + d = 0, поэтому к(а2 + Ь2 + с2) =
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§ 6. Расстояние от точки до плоскости

= -(ат + Ьп + ск + d). Из определения уравнения плоскости следует, 
что хотя бы один из коэффициентов а, Ь, с отличен от нуля, поэтому

2 , 1.2 । 1 ат + Ьп + ск + dа +Ь + с *0 и к------ 5---- 5---- 5—.
а2 + Ъ2 + с2

Поскольку АВ = |Х| • у)а2 + Ь2 + с2, то

\ат + Ьп + ск + d\ г^~
АВ = '-----9—1 ’ У а 4а2 + Ь2 + с2

\ат + Ьп + ск + d\ 
Л„2,г,2,„2

Таким образом, расстояние Л от точки А(т;п^) до плоскости с уравне­
нием ах + Ьу + сг + d = 0 вычисляется по формуле

Н = Іат + Ьп + ск + й\
(1)

Пример 1. Точка М середина ребра АО единичного куба
АВСВА^С^В-^ Через середину N отрезка ВХМ перпендикулярно ВгМ 
проводится плоскость ос. Найдём расстояние от центра О куба до плос­
кости ос.

Введём прямоугольную систему координат с началом в точке А, на­
правив ось Ох но АВ, ось Оу по АВ, ось Ог по А^ (рис. 1). Выпишем ко­
ординаты нужных точек: А(0;0;0), В(0;1;0), Вх(1;0;1), м(о;-^;О^,

. Вектор МВХ = 11;-

перпендикулярен ИСКОМОЙ ПЛОСКОСТИ, ПОЭТО­

МУ уравнение плоскости будет иметь вид 
х - ^у + 2 + d = 0. Подставив в уравнение 

плоскости координаты точки ^, которая ле- 

жит на плоскости, получим л - л + л + а = 0, 
О

7
откуда d = ~~^. Поэтому по формуле (1) иско- О
мое расстояние равно Рис. 1

Ответ:

1
2

7
8__Х
3 12*
2
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■ Глава 6. Метод координат в пространстве

6.2. * Расстояние между скрещивающимися прямыми.
Пример 2. В основании треугольной призмы лежит правильный тре-

угольник АВС со стороной длины 1. Длины боковых рёбер ААр ВВХ, С^ 
равны 2. Точки К и L — середины АВ и С^ соответственно. Найдём рас­
стояние между прямыми KL иА^.

Введём прямоугольную систему координат с 
началом в точке А, направив ось Оу по АВ, 
ось О г по ААр ось Ох перпендикулярно АВ и 
ААХ (рис. 2). Выпишем координаты нужных то- 

чек: А^О^), С^;|;0), і[0;|;0|, ^;^4

Отсюда КЬ = -х-;0; 1 . Обозначим через ос плос-

кость, которая проходит через точки Ар С и

параллельна прямой КЬ, и запишем её уравне­
ние в виде ах + Ьу + С2 + d = 0.

Из условия, что точки Ар С лежат в плос-
1кости ос, получим равенства 2с +d = 0, -^-а +

+ Ь + d = 0. Из условия параллельности плоскос-

ти ос и прямой КЬ следует, что нормаль п = (а;Ь;с) перпендикулярна КЬ. 

Отсюда п • КЬ = 0 или -^а + с = 0. В результате придём к системе:

2с +d = 0,

Выразив неизвестные Ь, с, (і через а, получим Ь = -зѴЗа, с = —^а, 

d = ѴЗа. Положив а = 2^3, запишем уравнение плоскости ос в виде 
2л/3х - 18с/ - Зг + 6 = 0. После этого по формуле (1) найдём расстояние Л 
от точки К0;|;0 до плоскости ос, которое равно искомому расстоянию 

между скрещивающимися прямыми:
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§ 6. Расстояние от точки до плоскости ■

І2ѴЗ-О-18-|-3‘О + 6|
Н =-------- 1 --------------Ѵ12 + 324 + 9

Ответ’.

3
115’

Контрольные вопросы и задания ■

1. Как определяется расстояние от точки до плоскости?
2. Как вычислить расстояние от точки до плоскости, если известны 

координаты точки и уравнение плоскости?
3. * Как найти расстояние между двумя скрещивающимися прямыми?

Задачи и упражнения ■

1 . Найдите расстояние от точки с координатами (-4;-2;3) до плоскос­
ти с уравнением -х + 2с/ + 2г + 3 = 0.

2 . Вычислите расстояние от начала координат до плоскости с уравне­
нием 2х - 2с/ + г + 6 = 0.

3 . В правильной четырёхугольной пирамиде 8АВСВ с вершиной 8 
точка М — середина ребра АВ, точка К — середина ребра 8С. Через се­
редину МК перпендикулярно МК проводится плоскость ос. Найдите рас­
стояние от центра основания АВСВ до плоскости ос, если АВ = 2, А8 = 4.

4 .* В основании прямой треугольной призмы АВСА1В1С1 лежит пра­
вильный треугольник АВС со стороной 2, длины боковых рёбер А4р 
ВВѴ СС1 равны Ѵз. Точки М, N ,Р — середины рёбер ВС, ССѴ А1С1 соот­
ветственно. Плоскость ос проходит через точки М, N и Р. Найдите рас­
стояние от вершины А до плоскости ос.

5 .* В основании пирамиды 8АВСВ лежит прямоугольник АВСВ со 
сторонами АВ = 2, ВС = 1, точка М — середина ребра АВ. Боковые рёбра 
пирамиды имеют одинаковую длину, высота пирамиды равна ^^. Через 

4
прямую ВМ параллельно 8А проходит плоскость ос. Найдите расстояние 
от вершины С до плоскости ос.

6 .* В основании треугольной пирамиды 8АВС лежит правильный тре­
угольник АВС со стороной 1, плоскости граней 8АВ и АВС перпендику­
лярны, 8А = 8В, высота пирамиды равна 1. На ребре ЗА выбрана точка М 
так, что МА = 28М, точка N — середина ребра 8С. Плоскость ос проходит 
через точки В, М и N. Найдите расстояние от точки А до плоскости ос.
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■ Глава 6. Метод координат в пространстве

7 .* Ребро куба равно а. Найдите расстояние между прямыми, на ко­
торых расположены скрещивающиеся диагонали двух смежных граней 
куба.

8 .* Все рёбра правильной треугольной призмы равны а. Найдите рас­
стояние между прямыми, на которых расположены скрещивающиеся 
диагонали двух боковых граней призмы.

9 .* В основании треугольной пирамиды АВСВ лежит равносторонний 
треугольник АВС со стороной длины 2. Длины боковых рёбер АВ, ВВ и 
СВ равны Ѵз". Точки К и Ь — середины АС и В В соответственно. Найдите 
расстояние между прямыми В К и АВ.

10 .** Дан куб с основанием АВСВ и боковыми рёбрами ААр ВВр С^и 
ВВГ Длины всех рёбер куба равны единице. Точки М и N — середины 
СВ и СС1 соответственно. Найдите расстояние между прямыми АУ и ВМ.

11 .** В прямоугольном параллелепипеде АВСВА1В1С1В1 рёбра АВ = 3, 
АВ = 3^2, ААг = 2. Найдите длину перпендикулярной проекции отрезка 
СгВ на плоскость ВгСМ, где М — середина ребра АО.

12 .* В основании параллелепипеда лежит параллелограмм АВСВ, ос­
трый угол А которого имеет величину 60°, длины сторон АВ и ВС равны 
соответственно а и 2а. Боковые рёбра ААр ВВѴ СС1, и ВВг параллелепи­
педа перпендикулярны плоскости основания, их длина равна а. Через 
вершины А, Вх и В1 параллелепипеда проведена плоскость. Найдите рас­
стояние от вершины С до этой плоскости.

■ Тесты

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Чему равно расстояние от точки А(2;-5;6) до плоскости 

2х - і/ - 2г + 4 = 0?
^і 2’І 3)1 4>|

1.2. Расстояние от какой из перечисленных ниже точек до плоскости 
Зх - 4і/ - Зг + 1 = 0 минимально?

1)А(1;1;2) 2)В(-1;1;2) 3)С(1;-1;2) 4)В(1;1;-2)

1.3. Чему равно расстояние между параллельными плоскостями 
х-2і/ + Зг + 1 = 0 и х - 2г/ + Зг - 1 = 0?

1)^| 2)^| 3)^| 4)^|
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§ 7. Уравнение сферы ■

1.4. * Рёбра куба АВСБА1В1С1В1 равны 2. Чему равно расстояние меж­
ду прямыми АВ1 и СВ?

1)1 2)^2 3)2 4)2^2

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Сколько на данной прямой может существовать точек, удалённых 

от заданной плоскости на заданное положительное расстояние?
1) ни одной 2) только одна
3) только две 4) бесконечное множество
2.2. При каких значениях а расстояние между параллельными плос­

костями х + у + г + 1 = 0 и х+у+г+а=0 равно Ѵз?
1)а = 4 2)а = 2 3)а = 0 4) а =-2

2.3. При каких значениях а плоскости с уравнениями х + 8у - аг = 0 и 
х + у + аг = 0 перпендикулярны?

1)а = -3 2)а = -1 3)а = 1 4) а = 3
2.4. * В пространстве через точку А, которая расположена на расстоя­

нии 3 от заданной прямой т, проводится прямая а. Какие значения из 
указанных может иметь расстояние между прямыми а и т?

1)ѴІ0 2) <10-1 3)<І0-2 4) <10-3

§7. УРАВНЕНИЕ СФЕРЫ ■

7.1. Уравнение сферы. Напомним, что в координатном простран­
стве с прямоугольной системой координат расстояние между точками 
А(х1;ур,г1) и В(х2;у2;г2) вычисляется по формуле

АЗ^'Ііх^І^^у^^

Пусть центр В сферы имеет координаты (а; Ь; с), а радиус сферы ра­
вен г. Обозначим через М(х;у;г) произвольную точку данной сферы. Тогда 
ГМ = г, то есть ^(х - а)2 + (У~ Ь)2 + (г - с)2 = г. Поскольку г > 0, последнее 
соотношение равносильно равенству
(х-а)2 + (у-Ъ)2 + (г-с)2 = г2. (1)

Полученное равенство верно для тех и только тех наборов (х;у;г) пе­
ременных, которые являются координатами точек данной сферы. Равен­
ство (1) называется уравнением сферы.
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■ Глава 6. Метод координат в пространстве

Рис. 1

Пример 1. Дан куб АВСВА1В1С1В1 с реб­
ром 2. Найдём радиус сферы, проходящей че­
рез вершины С, Сг и через середины М и ^ рё­
бер А^ иВВѵ

Введём прямоугольную систему коорди­
нат с началом в точке В и направим ось Ох — 
по лучу ВА, ось Оу — по лучу ВС, ось 02 — 
по лучу ВВ1 (рис. 1). Найдём координаты то­
чек: С(0;2;0), СДО^^), М(1;0;2), М2;2;1).

Запишем уравнение сферы в виде (х - а)2 + 
+ (у - Ь)2 + (г - с)2 = г2. Поскольку указанные

точки принадлежат сфере, то при подстановке в уравнение сферы вместо
переменных х, у, 2 координат этих точек получаем

а2 + (2-Ь)2 + с2 = г2,
а2 + (2 - Ь)2 + (2 - с)2 = г2,
(1 - а)2 + д2 + (2 - с)2 = г2,
(2- а)2 + (2 - Ь)2 + (1 - с)2 = г2.

Вычитая почленно первое равенство из всех остальных, получим сис­
тему из трёх линейных уравнений с тремя неизвестными:

4-4с = 0,
< (1-2а) + 4Ь4с = 0, 
4-4п + 1 -2с = 0.

Решая систему, находим с - Т, а - Ь - Подставляя в уравнение 
/ 3 \2 17 \2а2 + (2- Ь)2 + с2 = г2 найденные значения а, Ь, с, получим г2 = у + к +1 =

36 + 49 + 64
82

149 1-р-, откуда г = ^\149

Ответ: ІѴЙ9. 
О

Вопрос. Чему равен радиус и каковы координаты центра сферы с 
уравнением (х + 2)2 + (у + З)2 + (г + 4)2 = 5?

7.2. ** Касание сферы с плоскостью. Когда сфера с центром В и 
радиусом г касается плоскости а, расстояние от точки Р до плоскос­
ти ос равно г. В прямоугольной системе координат такое равенство
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можно записать с помощью соответствующей формулы и тем самым 
выразить условие касания сферы с плоскостью в виде некоторого со­
отношения.

Пример 2. В кубе АВСВА1В1С1Э1 с реб­
ром а плоскость ос проходит через вершину 
А, параллельна диагонали ВХВ, касается впи­
санной в куб сферы и пересекает ребро АХВХ. 
Найдём площадь сечения куба плоскостью ос.

Введём прямоугольную систему коорди­
нат с началом в точке А, направив ось Ох — 
по прямой АВ, ось Оу — по прямой АВ, ось 
Ог — по прямой АА1 (рис. 2). Обозначим че­
рез Р центр сферы, вписанной в куб. Най­
дём координаты нужных точек: А(0;0;0), 
АДО^а), ВДО^а), В(а;0;0), Я|;|;|

Отсюда В^ = (а;-а;-а).

Плоскость ос проходит через начало системы координат, поэтому 
уравнение плоскости ос будем искать в виде тх + пу + кг = 0, где вектор 
р = (т;п;к) является нормалью к плоскости ос.

Поскольку ос К В^, то нормаль к плоскости ос перпендикулярна векто­
ру В^. Отсюда следует, что р • ВХО = 0, та -па-ка = 0,т-п~к = 0.

Радиус вписанной в куб сферы равен поэтому, записывая расстоя-

\т‘2+п'2+к'2\ а 
ние от точки Р до плоскости а, получим: ------. ---- = ту,

ут2 + п2 + к2
\т + п + к\ = ^т2 + п2 + к2. В результате приходим к системе уравнений:

т - п - к = 0,
\т + п + к\ = ^т2 + п2 + к2.

Отсюда т - п + к, 2\п + к\ = ^2п2 + 2к2 + 2пк2, 4п2 + 8пк + 4к2 =

= 2п2 + 2пк + 2к2, п2 + Зпк + к2 - 0. Выражая переменную п через к, при­
ходим к двум случаям.
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г-
I. Пусть п =---- 9---- к. Полагая к = -2, получим п = 3 + уб, т = п + к =

1 + Тб. Подставим эти значения в уравнение тх + пу + кг = О плоскости ос:

(1 + Тб)х + (3 + Тб)і/ - 2г = 0. (2)
Точки ребра А1В1 имеют координаты (0;Ся), где 0 < £ < я. Подставив 

координаты в уравнение (2), получим (3 + ^5)^ -2а = 0, t = ^^^^ =

(з~Тб)я л л о
= 1—9 Л -. Следовательно, плоскость ос пересекает ребро А1В1 в точ-

(З-Ѵб) I 
ке Р О;1—9—Ля;я . Аналогично точки ребра А1П1 имеют координаты (я;0;я),

где 0 < я < я. Подставив эти координаты в уравнение (2), получим 
2а (Тб-1)я ~(1 + \5)я - 2а = 0, и =-----г= = д—х—. Следовательно, плоскость ос пере-

1 +уб

|^;.|секает ребро А12)1 в точке Q

Для нахождения площади 8 сечения выполним следующую работу:

т =АР = [о;^-~-а;а\;

- 11^-1\2.Л 2 5-Ѵб 2----- 2тг= —9— + 1я =—9—я; т'П = а.
Площадь треугольника, сторонами которого являются векторы тип, 
найдём по формуле

о 1 /-2 -2 /----- ч2 Я2 А,9-ЗТб 5-Тб ,
8 сеч =2^т-пг-(т-п)=^--у —------- 2------ 1 =

= ^-лЯГ-бѴ5 = ^^-

II . Пусть п =- 9----к. Полагая к = 2, получим я = -3 + Тб, т = п + к =

= Тб - 1. Подставив эти значения в уравнение тх + пу + кг = 0 плоскос­
ти а, получим:

(Тб - 1)х + (-3 + Тб)с/ + 2г = 0. (3)
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Подставляя в уравнение (3) координаты (0;^а) точек прямой А1В1, на­
ходим (-3 + Ѵб)/ + 2а = 0, £ = -у^^ = і^^—^ > а. Следовательно, в этом 

случае плоскость ос пересекает продолжение ребра А^р а поэтому не соот­
ветствует условию задачи.

- (з-#гОтвет: 1.

Вопрос. Как с помощью векторов можно вычислить площадь четырёх­
угольника?

Контрольные вопросы и задания ■

1 . Какой вид имеет уравнение сферы радиуса г с центром в точке 
Р(а;Ь;с)?

2 . Как составить уравнение сферы, проходящей через четыре точки 
с заданными координатами?

3 .** Как при помощи координат записать условие параллельности 
плоскости и прямой?

4 .** Как при помощи координат записать условие касания плоскости 
со сферой?

5 .** Как при помощи координат вычислить площадь треугольника?

Задачи и упражнения ■

1. Укажите координаты центра и радиус сферы, имеющей уравнение:
а) (х + З)2 + (у + 4)2 + (г + 5)2 = 2;
б) (х - Ѵ2)2 + (у + Ѵз)2 + (г - Ѵб)2 = 3;
в) (х + 1 - Ѵ2)2 + (^ - 2 + Ѵ2)2 + (г + 1 + 2Ѵ2)2 = 8.
2 .* Найдите множество центров всех сфер данного радиуса, которые 

проходят через заданную точку.
3 . Преобразуйте к виду (х - а)2 + (у ~ Ь)2 + (2 - с)2 = т следующее урав­

нение:
а) х2 + у2 + г2 - 8х + бу + 2г = 0;
б) х2 + у2 + г2 + 4х + 10г/ - 6г + 40 = 0;
в) х2 + у2 + г2 - Зх + 5у + г + 1 = 0;
г) 2х2 + 2у2 + 2г2 + х + у + 2 = 0.
В каких случаях соответствующее уравнение определяет сферу?
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4 .** Дан куб АВСВА1В1С1Б1 с ребром 1. Точка М лежит на луче СА, 
СМ = 2^2. Точки Р и Q — середины рёбер В^ и АХВХ соответственно. 
Найдите радиус сферы, проходящей через точки М, А, Р, Q.

5 . В правильной пирамиде 8АВС В в основании лежит квадрат АВСВ 
со стороной 2, боковые рёбра пирамиды равны ^6. Найдите радиус сфе­
ры, проходящей через вершины А, С и через середины рёбер 8В и 8В.

6 .** Дан куб АВСВА1В1С1В1 с ребром 1. Найдите радиус сферы, кото­
рая касается граней АВСВ, АА-^В, АА^^ и проходит через середину 
ребра ССѴ

7 .** В основании пирамиды 8АВС лежит правильный треугольник со 
стороной 4, ребро &4 перпендикулярно основанию 8А = 2. Найдите ра­
диус сферы, центр которой находится на прямой 84, если известно, что 
сфера проходит через середины рёбер ВС и 8С.

■ Тесты

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Укажите координаты центра сферы, заданной уравнением

1) 1 2)2 3)3 4)4

4х2 + 4у2 + 422 - 6х - 2у + 22 + 1 = 0.
1)О(3;1;-1) 2)о[|;|;-|| 3)О(Н:"ї) 4)О(|;|:'

1.2. Укажите радиус сферы х2 + у2 + г2 - 4х - 8у + 4? + 15 = 0.

11 
’8/

1.3. При каком из указанных значений параметра а уравнение 
х2 + / + г2 + 2х - 2г/ + аг + 6 = 0 определяет единственную точку?

1)а = -3 2)а = -1 3)а = 2 4)о = 4

1.4. ** Чему равно наименьшее расстояние от точек сферы с уравнени­
ем (х - I)2 + (у - 2)2 + (2 + З)2 = 9 до плоскости х + 2г/-2г + 1 = 0?

1)1 2)2 3)3 4)4

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Укажите из перечисленных точек те, которые лежат на сфере с 

уравнением (х + I)2 + (у - 2)2 + (2 - З)2 = 8.
1)(-1;0;1) 2)(1;-2;3) 3)(1;2;1) 4)(1;2;4)
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2.2. Укажите из перечисленных уравнений те, которые задают сферы, 
касающиеся плоскости х + у + 2 = 3.

1) х2 + у2 + г2 = 1
2)х2 + у2 + г2 = 3
3) (х - З)2 + (у- З)2 + (г - З)2 = 3
4) (х - З)2 + (у- З)2 + (2- З)2 = 12

2.3. Выберите из перечисленных уравнений те, которые определяют 
Сферу.

1) х2 + у2 + 22 - 8х + бу + 2г = О
2) х2 + у2 + г2 - 2х + 4у + 2г + 7 = О
3) х2 + 4у2 + 22 - 8х + бу + 2г = О
4) х2 + у2 + г2 - 4х + 2у + 2г + 1 = О

2.4. Выберите из перечисленных точек те, которые лежат внутри сфе­
ры (х - I)2 + (у + 2)2 + (г - З)2 = 8.

1)(-1;0;1) 2)(1;-2;3) 3)(1;-1;5) 4)(1;2;1)

Мини-исследования к главе 6 ■

Мини-исследование 18
В пространстве заданы точки А и В. В зависимости от положительно­

го числа к найдите соответствующее множество всех таких точек М про­
странства, для которых АТИ : МВ = к.

Мини-исследование 19
Даны координаты концов отрезка и уравнение сферы. Как опреде­

лить, сколько общих точек имеет этот отрезок с данной сферой?
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1 Глава
УРАВНЕНИЯ С НЕИЗВЕСТНОЙ 
ФУНКЦИЕЙ И ЕЁ ПРОИЗВОДНЫМИ

В этой главе вы познакомитесь с понятием первообразной и некоторыми 
применениями первообразных в задачах естествознания.

■ § 1. ПЕРВООБРАЗНАЯ

1.1. Понятие первообразной. Многие задачи естествознания и тех­
ники сводятся к нахождению функции F(x) по её производной f(x) = F'(x).

Пример 1. Пусть материальная точка движется прямолинейно с посто­
янной скоростью ѵ и требуется найти закон движения этой точки, то есть 
функцию S(t), выражающую зависимость пройденного пути S от времени t.

Поскольку ѵ = S'(t), то в данном примере по известной производной 
требуется найти функцию S(t).

Заметим, что эта задача имеет бесконечное множество решений. Напри­
мер, функции vt, vt + 1, vt - ^, vt + 3, ... являются решениями, так как

(vt)' = (vt + 1)' -\Vt = (vt + 3)' = ... = V.

Функция F(x) называется первообразной функции f(x) на заданном 
промежутке, если для всех х из этого промежутка выполняется равенство

F'(x)=f(x).

Рассмотренные в примере 1 функции vt, vt + 1, vt - являются пер­
вообразными функции f(t) = ѵ на промежутке (-°0;00).

Вопрос. Как проверить, что функция F(x) = -г- есть первообразная 

функции /(х) = х4 на множестве всех действительных чисел?

1.2. Признак постоянства функции. При нахождении первообраз­
ных важную роль играет следующий признак постоянства функции.

Если производная F'(x) функции F(x) для каждого значения из про­
межутка D равна нулю, то функция F (х) является постоянной на D.

Выберем какое-нибудь число а из промежутка D. Тогда по теореме 
Лагранжа для любого другого числа х из промежутка найдётся такое 
число с, заключённое между х и а, что F(x) - F(a) = F'(c)(x - a).
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§ 1. Первообразная ■

Поскольку число с принадлежит промежутку, то Р'(с) = 0. Следова­
тельно, Р(х) ~ Р(^) = 0«

Таким образом,
Р(х) = Р(а), 

то есть функция Р является постоянной на И.
Вопрос. Верно ли утверждение, обратное к теореме этого пункта?

1.3. Связь между первообразными непрерывной функции. В этом 
пункте рассмотрим основное свойство первообразных.

Любые две первообразные Р^х) и Р2(х) одной и той же функцииДх), 
определённой на некотором промежутке, отличаются друг от друга на 
этом промежутке на постоянное слагаемое.

По условию Р[(х) =Дх) и Р2(х) = Дх). Отсюда

(Р^х) - Р2(х)У = Р'(х) - Р^х) =Дх)-Дх) = 0.

Поэтому в силу признака постоянства функции разность Р^х) - Р2(х) 
на промежутке совпадает с некоторой постоянной С, то есть

Р^х) = Р2(х) + С.
Справедливо и обратное утверждение.
Если Р(х) — первообразная функция функции Дх)и С — произволь­

ная постоянная, то функция
Ф(х) = Р(х) + С

также является первообразной функции Дх).
Действительно, Ф'(х) = (Р(х) + С)' = Р'(х) = Дх).
Нахождение всех первообразных данной функции называется интег- 

рированием. Произвольная постоянная С в формуле Ф(х) = Р(х) + С назы­
вается постоянной или константой интегрирования.

В некотором смысле интегрирование является операцией, обратной 
к операции дифференцирования.

Пример 2. Для любого действительного числа х производная функ­
ции у = эіпх равна соэх, поэтому всякая первообразная Р(х) функции 
Дх) = созх на всей числовой прямой имеет вид Р(х) = зіпх + С, где С —
постоянная интегрирования.

Пример 3. Поскольку ^х 2 ) = 3 -^х2 на промежутке [0;°°), то и
всякая первообразная функцииДх) = у[х определена на промежутке [0;~)

2 ги имеет вид F(x) = -^хух + С, где С — постоянная интегрирования.
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■ Глава 7. Уравнения с неизвестной функцией и её производными

Вопрос. Какие первообразные имеет функция Дх) = — на промежутке 
1 Х

(0;©°), если известно, что на этом промежутке (Іпх) = —?
1.4. ** Связь между первообразными разрывной функции. Заме­

тим, что иногда рассматривают функцию Дх), заданную на двух или не­
скольких промежутках. В этом случае на каждом из промежутков мож­
но найти некоторую первообразную функции Дх) и тем самым получить 
функцию F(x), определённую на том же множестве, на котором определе­
на функция Дх).

Пример 4. Пусть Дх) = —2 рассматривается на промежутках (-©о; 0) 

и (0;©©). Нетрудно проверить, что если Р(х) = “ при х ^ 0, то Р\х) = 

= ^~~| - А' При этом равенство Р'(х) = ^ верно как при х > 0, так и при 

х < 0. Из предыдущего пункта следует, что функция ФДх) = -—+ Сг 

будет первообразной для функции Дх) = -7 на промежутке (0;°°)

при любом выборе числа Сѵ а функция Ф2(х) = F(x) + С2 явля­
ется первообразной функции Дх) на промежутке (-°©;0). Заме­
тим, что на разных промежутках можно выбирать как одинако­
вые, так и различные константы интегрирования. Например, пусть 

ФДх) = F(x) + 3 = -~ + 3 при х > 0 и Ф2(х) = F(x) — 1 = -— - 1 при х < 0. 
Тогда функция

Ф(х) =
----- И 3, если х > 0, X

------ 1, если X < 0, X
задаваемая разными формулами на разных промежутках, является пер­
вообразной функцииДх) = ^ на всей области определения (-©°; 0) о (0; ©°).

х 1
Вопрос. Как показать, что функции вида Р(х) = -7—5 + С являются 1 эх

первообразными функцииДх) = —^?

1.5. Таблица первообразных. Для нахождения первообразных ис­
пользуется следующая таблица, в которой особое внимание следует об­
ратить на области определения.
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§ 1. Первообразная ■

Функция Множество первообразных 
с областью определения

1
Дх) = к 
для постоянной 
величины к

F(x) - кх + С, х е (-со; оо)

2 Дх) = ха, aeN
га+1

ад = а+1+С>хе( ю;м)

3 Дх)=ха, 
aeZ, а<-1

^)=*+1+С*,где 
Ск = С^ при х 6 (-оо;0), 
Ск-С2 при х € (0;оо)

4 Дх) = х-1 =|
F(x) = In х| + Ск, где 
Ск = С^ при X € (-оо;0), 
Ск = С2 при х € (0;оо)

5 Дх)=Ха, 
a^Z

ѵа+1
F(x) = ^^C, 

v 7 а+1
х € [ 0; оо), когда а > 0,
х € ( 0; оо), когда а < 0

6 Дх) = 6х F(x) = ех + С, х€ (-со; со)

7
Дх) = ах 
для постоянной 
величины а

(1хF(x) — , + С, а > 0, а ^ 1, х € ( <о; сю)In а

8 Дх) = sinx F(x) = -cosx + С, х е (—°°; °°)

9 Дх) = COSX F(x) = sinx + С, хе (-со; оо)

10 /(х)=^- 
cos2x

F(x) = tgx + Ск, к — целое число, 
/(2£-1)л (2^ + l)л\ 
\ 2 ’ 2 )

11 ™= sink F(x) = -etgx + Ск, к — целое число, 

х € (Ъс; (к + 1)л)

12 /W“l+x2 F(x) = aretgx + С, хе(—оо* оо)

13 F(x) = arcsinx + С, х е (-1; 1)

215 ■



■ Глава 7. Уравнения с неизвестной функцией и её производными

Заметим, что константы интегрирования С, Ср С2, Ск могут быть оди­
наковыми, а могут быть различными. При этом предполагается, что пер­
вообразная функции определена при тех же значениях х, при которых 
определена и сама функция.

Многие первообразные можно найти, используя определение произ­
водной.

Пример 5. Покажем, что функция Р(х) = 1п|х|, определённая при х ^ О, 

есть первообразная функции/(х) =

Действительно, если X > 0, то |х| = х и (1п|х|)' = (1пх)' = -^.

Если же х < 0, то |х| = -х и (In |х|)' = (In (-х))' = (-х) X
Вопрос. Как проверить, что множество {sin х + С, где С & R} есть мно-

жество первообразных функции/(х) = COS X?

1.6. * Неопределённый интеграл. Множество всех первообразных 
функции/(х), определённой на некотором промежутке, называется неоп­
ределённым интегралом от функции/(х) и записывается в виде

|/(х)с/х

(читается: «неопределённый интеграл эф от икс дэ икс»).
Если известна какая-либо одна из первообразных функций Р(х) 

функции /(х), то неопределённый интеграл от функции /(х) является 
множеством функций {Е(х) + С, где С & R}. Однако традиционно исполь­
зуют запись

\/(х)дх = Р(х) + С, 

где справа от интеграла приведён общий вид первообразных функции 
/(х), С — произвольная постоянная.

Иногда для краткости неопределённый интеграл называют интегра­
лом, когда из текста ясно, что речь идёт о неопределённых интегралах.

Вопрос. Как проверить, что х2сіх = -^- + С?

■ Контрольные вопросы и задания

1. Сформулируйте определение первообразной функции данной фун­
кции /(х), рассматриваемой на промежутке.

2. Сформулируйте и докажите признак постоянства функции.
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§ 1. Первообразная ■

3. Докажите основное свойство первообразных функций.
4. Как читается символ f(x)dx и что означает равенство

ff(x)dx = F(x) + C?

Задачи и упражнения ■

1. Докажите, что на промежутке (-оо;оо) функция Р(х) есть первооб­
разная функции/(х), если:

a) F(x) = x, f(x) = 1;

в) F(x) = x6, /(x) = 6x5;

д) F(x) = sin 2x, /(x) = 2cos2x;

6)F(x) = x2, f(x) = 2x;

г) F(x) = ^-sin 2х, /(x) = cos2x;

e) F(x) = sin2 x, /(x) = sin2x.

2. Докажите, что функция F(x) на указанном промежутке есть перво­
образная функции/(х), если:

a) F(x) = 2^х, /(х) = і, хе(0;~);

6)F(x) = tgx, /(х) =—у-, cos х \ 2 2/

B)F(x) = ctgx, f(x) =—гЛ—, хе(0;л); 
sin х

г)^(х) = —^3, /(х) = -^, XG(0;oo); 
X ЭС

n)F(x) = e2x, f(x) = 2e2x, XG(-oo;oo).

3. Найдите такую первообразную функции/(х) = ех, что график перво­
образной пересекает ось Ох в точке х = 1.

4. Для функции /(х) найдите такую её первообразную, что график 
первообразной проходит через заданную точку М, если:

а)/(х) = х3,М(2;1); б)/(х) = Jj, м(-|;з); в)/(х) = cosx, м(^;0

5. Докажите равенство:

a) dx = х + С; б) f -^dx - -— + С;
xz х

г) [ —K—dx = tgx + С.
J cos х
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■ Тесты

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Какая функция является первообразной функции/(х) = sinx?
1)5 +sinx 2) 6-cos х 3)7-sinx 4) 8 +cos x
1.2. Какая функция является первообразной функции/(х) = ^?

1)^ 2) ех 3)lnx + 5 4)6-tgx

1.3. Какая функция является первообразной функции/(х) = ——? 
cos х

1) tg х 2) ctg х 3) -tg x 4) -ctg x

1.4. Чему равен j - Д—dx?

l)-ctgx 2)cosx + C 3)-tgx + C 4)C-ctgx

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Какие из приведённых функций являются первообразными фун- 

кции/(х) = ^=р?

1) F(x) = arctgx

3) F(x) = ^ + arcsin x

2) F(x) = 5 ~ arccos x

4) F(x) = arcsin x

2.2. Какие из приведённых функций являются первообразными фун­
кции /(х) = -Д?

х

1)ад = 2)F(x) = —- 2 ѵ— 13)F(x) = ^^ 4)F(x) = ^T
2.3. Какие из равенств являются верными?
l)jxdx = x2 + C 2) j 3x3dx = ^х4 + С

3) I sin xdx = cos x + С 4) cos xdx = sin x + C

2.4. Какие из указанных функций F(x) являются первообразными 
функцииДх) = — на промежутке (-°°;0)?

1) F(x) = In 2х 2) F(x) - 2 In ^х

3)ВД = -1п| 4)F(x) = -lJ-+
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§ 2. ПРАВИЛА НАХОЖДЕНИЯ ПЕРВООБРАЗНЫХ ■

2.1. Первообразная суммы функций. При вычислении первообраз­
ных используют таблицу первообразных из первого параграфа и руко­
водствуются следующими основными правилами.

Правило 1. Если F(x) есть первообразная функции Дх}, a G(x) — пер­
вообразная функции g(x}, то F(x) + G(x) есть первообразная функции 
f(x) + g(x).

Действительно, так как F'(x) = Дх) и G'(x) = g(x), то
(F(x) + G(x))' = F'(x) + G'(x) =Дх) + g(x).

Пример 1. Из таблицы первообразных получаем, что первообразной 
функции Дх) = cosx является функция F(x) = sinx, а одной из первооб-

\ / Л Л | ,
разных функции g(x) = ---- й- на интервале Нт^т? является функция cos х \ 2 2/

ч х тт COS3X+1 .1 / Л л\G(x) = tgx. Поскольку------- 9---- = cosx -I--------й—, то на интервале
COS X COS X \ 2 2/

одной из первообразных функции h(x) = cos х + 1 является функция
COS X

Н(х) = sinx + tgx.
Пусть F(x) — первообразная функции Дх), G(x) — первообразная 

функции g(x). Правило 1 показывает, что, складывая различные перво­
образные F(x) + Сг функции Дх) с различными первообразными G(x) + С2 
функции g(x), мы будем получать первообразные F(x) + G(x) + С3 функ­
ции Дх) + g(x), где С3-Сг + С2. Заметим, что таким образом можно полу­
чить любую постоянную С3, подбирая подходящие постоянные Ст и С2.

Отсюда следует, что, складывая всевозможные первообразные функ­
ций /(х) и g(x), мы получим всевозможные первообразные функции 
Дх) + g(x). Поэтому первое правило кратко можно сформулировать так: 
сумма неопределённого интеграла одной функции и неопределённого 
интеграла другой функции есть интеграл от суммы данных функций:

ff(x)dx + J g(x)dx = j(/(x) + g(x))dx.

Вопрос. Как найти одну из первообразных функции h(x) = cosx + sinx?

2.2. Первообразная функции kF(x), где к — постоянное число.
Правило 2. Если F(x) — первообразная функции Дх} и к — постоян­

ная, то функция kF(x) есть первообразная функции кДх).
Действительно, (kF(x))' = kF\x) = кДх), так как постоянный множи­

тель можно выносить за знак производной.
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Пример 2. Поскольку одна из первообразных функции f(x) = х4 есть 
х5F(x) = то функция G(x) = х5 будет одной из первообразных функции 

g(x) = 5х4.
При умножении на ненулевое число к всевозможных первообраз­

ных функции f(x) мы получим всевозможные первообразные функции 
к • f(x). Поэтому правило 2 кратко можно сформулировать так: постоян­
ный ненулевой множитель можно выносить за знак неопределённого ин­
теграла:

jkf(x)dx = к^ f(x)dx.

Вопрос. Как найти одну из первообразных функции h(x) = 2cosx + 3sinx?

2.3. Линейная замена переменной.
Правило 3. Если F(t) — первообразная функции f(t) и t = кх + а — 

линейная функция, причём к — постоянная, отличная от нуля, то 

j-F(kx+ а) есть первообразная функции f(kx + а).
Действительно, по правилу вычисления производной сложной функ­

ции

^F(kx + а)| = ^F\kx + а) - к = f(kx + а).

Пример 3. Найдём первообразную функции h(x) = sin(3x + 2).
Положим, t = Зх + 2. Первообразная функции sint есть (-cost). По 

правилу 3 функция Щх) = -^cos(3x + 2) является первообразной функ­

ции h(x) = sin (Зх + 2).
Вопрос. Как найти одну из первообразных функции h(x) = cos 2х + 

+ sin Зх?

2.4. ** Правило замены переменной. Правило 3 допускает следую­
щее обобщение.

Правило 4. Если F(t) — первообразная функции f(t) и t = g(x) — 
дифференцируемая функция, то F(g(x)) — первообразная функции 
f(g(x)) • g\x).

По правилу вычисления производной сложной функции имеем: 
№(x)))' = F(g(x))-^(x).

Но F'(t) = f(t). Следовательно,
(F(g(x)))'=f(g(x))-g'(x).

220



§ 2. Правила нахождения первообразных ■

Пример 4. Пусть F(t) = ln|f| — первообразная функции — 

и f = sinx — функция, имеющая производную t'(x) = cost. По прави­
лу 4, G(x) = ln|sinx| есть первообразная функции g(x) = f(t(x)) ■ t\x) = 

1 - —I----- cosx = tgx.sinx
Вопрос. Как доказать, что функция F(x) = esinx — первообразная функ­

ции f(x) = esinx • cosx?

Контрольные вопросы и задания ■

1. Сформулируйте и докажите правило нахождения первообразной 
суммы/(х) + g(x).

2. Сформулируйте и докажите правило нахождения первообразной 
произведения к ’/(х) (к — постоянная).

3. Сформулируйте и докажите правило нахождения первообразной 
функции/(кх + а) (к^ 0).

4. Сформулируйте и докажите правило нахождения первообразной
функции/(^(х)) • g'(x).

5. * Докажите формулу ^f(x)dx +^g(x)dx^^(f(x) + g(x))dx.

6. * Докажите формулу ^kf(x)dx = k’jf(x)dx, где к — ненулевая посто-
янная.

Задачи и упражнения ■

1. Найдите первообразную функции fix):

а) f(x)= 4х2 — 5х + 3;

в)/(х) = тх2 + пх + к;

д) f(x) = 2sin - cos 5х;

ё)/(х)= і ;7 ^2х+3

3)/(я)= 2х-1;

6)f(x) = кх + а-, 

г)Лх) = cos(3x - 2); 

е)/(х) = (2х-1)10; 

ж)/(х) = ^-|—;
sin25x 

и)/(х) = е3х.
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2. Найдите все первообразные заданной функции на соответствую­
щих промежутках области определения:

а)/(х) = —4 ~ 4х;

Г)/(х) = (х-1)2;

W) = ^;

б)/(х)= ; в)/(х) = х cos2x;cos эх
д)/(х) = 23х; е)*/(х) = 2C0SX • sinx;

ж)**/(х) /------ ; з)**/(х) ,
\COSX -Г ШХ

3. Для функции /(х) найдите первообразную F(x), принимающую за­
данное значение при указанном значении х, если:

а)/(х) = х-2, F(2) = 0; б)/(х) = х2 + 1, F(3) = 12;

B)/(x) = sin(x+l), F("D = 0; г)/(х) = ^— ?Н = 0.
SIH. \ /

4. Найдите на соответствующих промежутках:

a) Н*3 ~ ~Mdx;
J \ х /

в) J(1 - sin3x)dx;

д) j —Ц^^;
COS2 д’ 

ё) Jo dx',

г) I (sin2x + cos2x)dx;
1 J. о dx. X In X

ж) je2xdx.

■ Тесты

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Какой формулой задаётся множество всех первообразных функ- 

ции/(х) = ^ ?

1)Дх) = -| + С 2)Дх) = ± + С ЗИ(х) = -^ + С 4И(х) = ^ + С

1.2. Для какой из первообразных F(x) функции f(x) = 6х + 3 выполня­
ется равенство F(-2) = 4?

1) F(x) = Зх2 + Зх + 2 2) F(x) = Зх2 + Зх + 4

3) F(x) = Зх2 + Зх - 4 4) F(x) = Зх2 + Зх - 2

1.3. Какой формулой задаётся множество всех первообразных функ- 
^н^’= ѴзІ=2?
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1) F(x) = ^Зх - 2 + С 2) F(x) = 2^3х - 2 + С

3) F(x) = |^3х - 2 + С 4) F(x) = |^3х - 2 + С

1.4. Чему равен неопределённый интеграл от функции /(х) = еох?

1)5е5х + С 2)|е5х + С 3)i5x + C 4)е5х + С 
5 In 5

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Какие из приведённых функций являются первообразными фун- 

КЦИИ/(х) = ^^2?
71l)F(x) = arctgx 2) F(x) = ^ - arcctg х

3) F(x) = ^ + arcctgx 4)F(x) = | + arctgx

2.2. Какие из равенств являются верными?
1) I (х2 + x)dx = -^- + х2 + С

2) J (sin х + cos x)dx = sin x - cos x + C

3) f I —---- h . \ ]dx = tg x + ctg x + C
J\cos x sin X/

4)jl±^x = ^ + ln|x| + c

2.3. Какие из формул задают множество всех первообразных функции 

/(х) = —---- $ sin2x?cos2x

1) F(x) = ^cos2x - ctgx + С 2) F(x) = tgx + -^cos2x + C 

q 3
3) F(x) = tgx - ^cos2x + C 4) F(x) = -^cos2x - tgx + C

2. 4. Какие из формул задают неопределённый интеграл от функции 
/(х) = 3cos 4х?

1) F(x) = -12sin4x + С 2) F(x) = ^sin4x + С

3) F{x) = Y^sin4x + С 4) F(x) = sin 3x cos3x + cos3x sin3x + C
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■ § 3. ПРОСТЕЙШИЕ УРАВНЕНИЯ С НЕИЗВЕСТНОЙ 
ФУНКЦИЕЙ И ЕЁ ПРОИЗВОДНЫМИ

3.1. Пример дифференциального уравнения.
Пример 1. Предположим, что нам нужно установить закон движения 

точки по прямой, если известно, что точка движется с постоянной скоро­
стью с = 4 км/ч и в момент времени f0 = 0,5 часа находится на расстоянии 
3 км от начальной точки отсчёта.

Для ответа на этот вопрос обозначим через S(0 функцию, выражаю­
щую зависимость от времени t расстояния между движущейся точкой 
и начальной точкой отсчёта. Тогда по определению скорости для каж­

дого момента времени t выполняется равенство 
8'(0 = 4. Это равенство задаёт связь между произ­
водной от неизвестной функции S(t) и известной 
функцией и(0 = 4. Следовательно, мы должны 
решить уравнение, в котором неизвестная фун­
кция 8(0 входит со знаком производной, и при 
этом выбрать такое из решений 8(0, что выполня­
ется равенство 8(0,5) = 3.

По основному свойству первообразных все ре­
шения уравнения 8'(0 = 4 можно задать формулой 
8(0 = 4t + С, где С — произвольная постоянная.

На рис. 1 изображены графики некоторых реше­
ний уравнения S'(t) = 4.

Из всех найденных функций 8(0 = 4t + С 
нужно выбрать такую функцию, что S(0,5) = 3, то 
есть 8(0,5) = 4 ■ 0,5 + С = 3. Отсюда С = 1, а поэто­
му искомый закон движения точки имеет вид 
S(t) = 4і + 1 (рис. 2).

Вопрос. На каком расстоянии от начальной 
точки отсчёта будет находиться движущаяся точ­
ка из примера 1 через 8 часов?

3.2. Интегральные кривые. Уравнение 8(0 = 4 из пункта 3.1 являет­
ся одним из уравнений вида

/СО =f(x),

гдеf(x) — заданная функция, ау — неизвестная функция, которую тре­
буется найти.
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Уравнения, содержащие неизвестную функцию и её производные, на­
зываются дифференциальными уравнениями.

На каждом из промежутков области определения функции /(х) все 
решения дифференциального уравнения можно найти с помощью перво­
образных.

В частности, если для каждого х из промежутка В выполняется ра­
венство у\х) = /(х), то по определению функция у(х) есть первообразная 
функции/(х). Найдя одну из первообразных Р(х) функции/(х) на проме­
жутке В, все решения уравнения у' = /(х) на этом промежутке можно за­
писать в виде

у^Р(х) + С,

где С — произвольная постоянная.

Пример 2. Найти все решения уравнения г/' = на промежутке (О;»).
1 Х

Поскольку для функции /(х) = —о одной из первообразных является X
функция Р(х) = -—, то множество функций у = -— + С, где С — произ­

вольная постоянная, на промежутке (0;~) задаёт 
все соответствующие решения. На рис. 3 изобра­
жены некоторые из решений.

Решения уравнения, содержащего неизвест­
ную функцию и её производные, иногда называ­
ют интегралами этого уравнения, а процесс ре­
шения — интегрированием. Графики получае­
мых решений называют также интегральными 
кривыми.

Вопрос. Какие решения имеет дифференциаль­
ное уравнение у'(х) = Дгна промежутке (-°°;0)?

3.3. Движение точки по прямой.
Пример 3. Пусть точка движется по прямой с постоянным ускорени­

ем а = 2 м/с2, в момент времени £0 = 3 с находится на расстоянии 30 = 4 м 
от начала отсчёта и при этом имеет скорость о0 = 5 м/с.

Для установления закона движения обозначим через 3(0 расстояние 
от начала отсчёта до движущейся точки. Тогда З'(і) = ѵ(і), где ѵ(і) — ско­
рость точки в момент времени і, и ѵ'(і) = а(Р), где а(і) — ускорение точки 
в момент времени і. По условию, ускорение постоянно, а(і) = 2.
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Следовательно, чтобы найти скорость, нужно найти решения уравнения 
и'(0 = 2,

которое решается аналогично тому, как это рассмотрено в пункте 3.1. 
В результате получаем и(0 = 2і + Сѵ где Сх — постоянная. Для опреде­
ления Сх подставим £0 = 3 и получим и(£0) = 5 = 2^0 + Сх = 6 + Сг Отсюда 
Сх = -1 и р(0 = 2^-1.

После этого уравнение 5'(0 = ѵ(і) запишется в виде
5'(0 = 2^-1.

По правилам нахождения первообразных по­
лучим 5(0 = і2 - і + С2, где С2 — постоянная. Для 
определения С2 подставим £0 = 3. Из равенства 
5(^0) = 4 = З2 - 3 + С2 следует, что С2 = -2. В итоге 

5(0 = ^-і-2.
Найденное решение представляет собой функ­

цию, график которой изображён на рис. 4.
Вопрос. В каком месте находилась движущая­

ся точка в момент времени 0 = 1?

З.4. * Задача о полёте снаряда.
Пример 4. Рассмотрим задачу о полёте снаряда, 

выброшенного из орудия с начальной скоростью и0 под углом а к гори­
зонту. Для простоты силу сопротивления воздуха учитывать не будем.

Точку вылета снаряда из ствола примем за на­
чало координат и будем считать, что движение 
происходит в плоскости Оху, причём ось Ох вы­
брана горизонтально, а ось Оу направлена верти­
кально вверх (рис. 5).

В каждый момент времени і движение сна­
ряда является результатом сложения двух 
движений: движения со скоростью ѵх(і) вдоль 
оси х под действием силы Рх(і) и движе­
ния со скоростью ѵу вдоль оси у под действи­
ем силы Ру(0- Поскольку на снаряд действу­

ет только сила тяжести, направленная вертикально вниз, то ^(0 = 0 и 
Ру(і) = -тд, где т — масса снаряда, g — ускорение свободного падения.

По закону Ньютона
тѵх0) = 0 и тѵу0) = -тд.

Отсюда ѵ'(0 = 0, ѵ'О) = -§.
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Таким образом, решение поставленной задачи сводится к решению 
двух дифференциальных уравнений v'x(t) - О и v'j^~ ~ё' Интегрируя, 
найдём

ц/f^Cp vy(t) = -gt + C2,

где С1иС2 — соответствующие константы интегрирования.
В момент времени f = 0 имеем: их(0) = i>0cosa, ^(0) = Posina. Следова­

тельно, Сг = u0cos ос, C2 = fosin ос. В результате получаем

vx(t) = уосо8а» ѵ№ ~ ~& + уо8^па'
Поскольку в момент времени t горизонтальная составляющая vx(t) ско­

рости v(t) является производной x\t) координаты x(t) снаряда по оси Ох, 
вертикальная составляющая vy(t) скорости v(t) является производной y'(t) 
координаты y(t) снаряда по оси Оу, то

x'(f)=yocosa, y'(t) =-gt + Vosina.
Интегрируя, находим

X = v0cosoc • 14- C3, у = + u0 • since • t + C4,

где C3 и C4 — соответствующие постоянные интегрирования.
При і = 0 имеем х(0) = С3 = 0, і/(0) = С4 = 0. Подставляя С3 = 0 и С4 = 0 

в уравнения, получим
1 2х = uncosa • t, у = gt + щ • since • t.

XВыражая t из первого соотношения, получим t =---------- . Подставляя
l?nCOSOC 

х ѵt =----------во второе соотношение, получим уравнение траектории сна-
1?qC0S се

ряда в декартовых координатах хи у:
gx^У -X' tgoc - ----- 2—.у 6 2^cosJa

Таким образом, траекторией движения снаряда является дуга пара­
болы.

Вопрос. Как вычислить дальность полёта снаряда?

3.5. ** Задача о выравнивании температур.
Пример 5. Вода охлаждается за 10 минут от 100° до 60°. Температура в 

комнате 20°. Через какое время вода остынет до 25°?
Пусть T(t) — температура воды в момент времени t. По условию

Т(0>100\ Т(10) = 60°.
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Из физики известно, что скорость охлаждения пропорциональна раз­
ности температур тела и окружающей среды. Поэтому

T'(t) = k(T(t) -20), 

где к — постоянная. Перепишем теперь полученное дифференциальное 
уравнение в виде

Т(0-20
Интегрируя правую и левую части по переменной t и учитывая, что 

Т > 20, получим
In (T(t) - 20) = kt + c, T(t) - 20 = ekt + c, T(t) = ec • ekt + 20, 

где c — постоянная интегрирования.
Записывая с в виде с = Ішг для подходящего числа а, будем иметь 

7X0 = ^+ 20.

Полагая t = 0, получаем а + 20 = 100, а = 100 - 20 = 80. В результате 
7X0 = 80-^+ 20.

По условию Т(10) = 60, откуда 60 = 80 • е10* + 20, еш = |, 10 & = - 1п2. Сле- 
|п 2 ,

довательно, к = —jy, ekt = 2 10. Таким образом, 

7X0 = 80-г’16+ 20.

Время t^ остывания воды до 25° найдём из уравнения

25 = 80-2 10+ 20. 
_н

Решая его, получим 24 = 2 10, откуда tx = 40 (мин).
Вопрос. Через сколько минут после начала охлаждения вода в комна­

те остынет до 30°?

3.6. ** Уравнения с разделёнными переменными. Рассмотренная 
в предыдущем пункте задача является примером, приводящим к уравне­
нию вида

£■(*/)' 7/'(^) =Z(^)>
где f,g — заданные функции, а у(х) — та функция, которую требуется 
найти. Такие уравнения иногда называют дифференциальными уравне­
ниями с разделёнными переменными.

Способ решения уравнения с разделёнными переменными основыва­
ется на том, что если функция G(z) является первообразной для функ-
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ции g(z), то при произвольной дифференцируемой функции у(х) функ­
ция g(y(x)) • у'(х) имеет первообразную G(y(x)). Поэтому по основному 
свойству первообразных из равенства g(y) • у'(х) = f(x) вытекает равенство

G(y(x))=F(x) + C,

где F(x) — первообразная для функции f(x), а С — произвольная постоянная.
Вопрос. Как записать дифференциальное уравнение ху'(х) = у в виде 

уравнения с разделёнными переменными?

3.7. ** Задача о полёте парашютиста. Найдём закон изменения 
скорости ѵ(і) падения тела массы т, сброшенного с высоты с начальной 
скоростью р(0) = 0, предполагая, что кроме силы тяжести на тело дейст­
вует тормозящая сила сопротивления воздуха, пропорциональная ско­
рости тела с коэффициентом пропорциональности ^ > 0.

По второму закону Ньютона т • ѵ'(і) = Р, где Р — сила, действующая в 
направлении движения, и ѵ\і) — ускорение тела. Сила Р складывается 
из двух сил: силы тяжести mg и силы сопротивления воздуха -к • ѵ(і), 
которая взята со знаком «минус», так как сила сопротивления воздуха 
направлена в сторону, противоположную направлению скорости.

Значит, Р = mg - к • ѵ(і), и в результате получаем дифференциальное 
уравнение

т • ѵ'(і) = mg - к • ѵ(і).

Для краткости скорость ѵ(і) обозначим через ѵ, её производную ѵ'(і) 
через ѵ', так что получим запись уравнения в виде

тѵ' = mg - кѵ.
Найдём решения этого уравнения в предположении, что mg - кѵ > 0, 

выполняющемся, в частности, и при ^ = 0. Разделив обе части уравне­
ния на mg - кѵ, придём к уравнению с разделёнными переменными: 

тѵ' . ѵ' 1 ѵ' 1------- г~ = 1. В результате получаем------- ^— = —, затем ---- ;--------- - - —. mg - кѵ mg - кѵ т I т \ т
т \ \ к, \v--j-g]ѵ —к \ к I кОтсюда --------- - = — и ;——— =-----. Первообразная левой части

т \ т т \ т

есть 1п|и - ^р| + Ср первообразная правой части есть _~^ + С2, где

= -—і + С, где С = С2- СѵСг и С2 — постоянные. Поэтому In ц -
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■ Глава 7. Уравнения с неизвестной функцией и её производными

Отсюда и - -Л = е т - ес ■ е т . Учитывая условие mg - ки > О, 
к

получим V - = -ес • е . Поскольку р(0) = 0, получим ~1^ = ~ес, от-
к

куда и(1)----т^ = - —^ ■ е т . Таким образом, приходим к выражению для

скорости в зависимости от времени падения:

^)=^

Если мы хотим пренебречь силой сопротивления воздуха и найти за­
кон изменения скорости v(t) при заданных условиях, то мы должны вер­
нуться к начальному дифференциальному уравнению тѵ' = mg - кѵ и по­
ложить в нём & = 0. Тогда получится уравнение ѵ' = g, откуда ѵ = gt + С. 
При t = 0 будем иметь С = и(0) = 0. Следовательно, при отсутствии сопро­
тивления воздуха закон изменения скорости примет вид

v(t) = gt.
Вопрос. Как доказать, что при заданных условиях в случае, когда 

£ > 0, скорость v(t) падающего тела не может неограниченно возрастать?

■ Контрольные вопросы и задания

1. Как определяется первообразная для функции/(х)?
2. Какие уравнения называются дифференциальными?
3. Как на указанном промежутке найти все решения уравнения 

у' = /М’ где/(х) — заданная функция?
4. Как найти решение у(х) уравнения у' =/(х), удовлетворяющее усло­

вию у(х0) = у0?
5. Что называют интегралами дифференциального уравнения?
6. ** Уравнения какого вида называют дифференциальными уравне­

ниями с разделёнными переменными?
7. ** Как найти решения уравнения с разделёнными переменными?

■ Задачи и упражнения

1 . Найдите решения дифференциального уравнения:
, , х4-1а) у = sin х + cos х; б) у = —о—.X

2 .* Найдите решения дифференциального уравнения (у')2 - бу' + 6 = 0.
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3 . Найдите решение дифференциального уравнения, удовлетворяю­
щее заданному начальному условию:

а)/ = ?-х5, і/(3) = |; б)/ = соэ2х, Л^ = 0;

в)хУ=1, І/(1) = 2.

4 .** Найдите решения дифференциального уравнения:
а)у' = ху; б)у' = ^; в) уу' = х + 1.

5 .** Найдите решение дифференциального уравнения, удовлетворяю­
щее заданному начальному условию:

а)у'^2^у, £/(0) = 1;
б)/ +іщіп2х = 0, і/|^1;

в)у' = ~, £/(1) = 1.

6 .* Снаряд вылетает из орудия со скоростью 80 м/с. Определите даль­
ность стрельбы, если угол вылета ос = 30° (сопротивление воздуха не учи­
тывать).

7 .* Найдите наивысшую точку траектории снаряда, вылетающего из 
орудия с начальной скоростью ѵ0 под углом ос к горизонту (сопротивле­
ние воздуха не учитывать).

8 .* При каком угле вылета снаряда с начальной скоростью и0 даль­
ность стрельбы наибольшая (сопротивление воздуха не учитывать)?

9 .* По какой траектории будет двигаться шарик, брошенный горизон­
тально с высоты Л с начальной скоростью и0 (сопротивление воздуха не 
учитывать)?

10 .** Найдите кривые, для которых угловой коэффициент любой ка­
сательной равен ординате точки касания.

11 .** Найдите кривые, у которых отрезок любой касательной, заклю­
чённый между точкой касания и осью Ох, делится осью Оу пополам.

12 .** Одно тело имеет температуру 200°, а другое — 100°. Через 
10 минут остывания этих тел на воздухе с температурой 0° первое тело 
остыло до температуры 100°, а второе до 80°. Через сколько минут тем­
пературы тел сравняются?

13 .** Скорость распада радия О'(і) в каждый момент времени / про­
порциональна имеющемуся наличному количеству Q(^) радия. Найдите 
закон распада радия, если начальное количество радия равно ^(0) = ^0 
и известно, что через 1600 лет останется лишь половина этого количества.
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■ Тесты

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Общее решение дифференциального уравнения у' = у имеет вид 

у(х) = Сех, где С — постоянная. Какая из интегральных кривых прохо­
дит через точку (-1;2)?

1)г/ = 2О 2)^ = 2^ 3)г/ = 2О+1 4)г/ = О2
1.2. * Какое из указанных множеств функций является общим реше­

нием дифференциального уравнения у' = Зх2у2 (С — постоянная)?
1)У = ^ + С 2)у = ^ + С З)^-^ 4>У = -^

1.3. Общее решение дифференциального уравнения у' - х- \ имеет вид 
у(х) = 1п |х| + С, где С — постоянная. Какая из интегральных кривых про­
ходит через точку (-е;3)?

1)г/ = 1пх + 4 2) 1/ = 1п(-х) + 3
3)г/ = 1пх + 2 4) I/= 1п(-х) + 2
1.4. * Какое из указанных множеств функций является общим реше-

нием дифференциального уравнения у = — (С — постоянная)?
У

1)у-^ + С, у = -у[х^Гс 2)у-Ах2 + С, у = ~Ах2 + С

3) у = А2х + С, у = -А2х + С ^)у = А2х2 + С, у = -А^х^А-С

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Какие из указанных функций 5(0 являются решениями диффе­

ренциального уравнения 5" = 4?
1)5(0 = 40 + 8/ - 1
3) 5(0 = 40-3^-2

2) 5(0 = 20+ 5^ + 3
4) 5(0 = 20-18^+1

2.2. Какие из указанных функций T(t) являются решениями диффе­
ренциального уравнения Т' = 2(Т + 1)?

1) Т(0 = Зе2* - 1 2) Т(0 = 20-1
3) Т(0 = 50* - 1 4) Т(0 = 2е2* + 1
2. 3. Какие из указанных функций у(х) являются решениями диффе­

ренциального уравнения у" + у = О?
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1)8Іпх 2)соэх 3)зіпх-со8х 4) 2эш х + Зсоэ х
2. 4. Какие из указанных функций у(х) являются решениями диффе­

ренциального уравнения у' = у2 + 1?

1) €ё х + 2) tg х + 2 3) -ctg х 4) 1 - ctg х

Мини-исследования к главе 7 ■
Мини-исследование 20
1) Найдите производную функции 1п (х + ^х2 + ос).

2) Чему равен неопределённый интеграл [ ; ! dx? 
J ух +а

Мини-исследование 21
В пункте 2.5 сформулированы и обоснованы свойства интеграла, по­

лучающиеся применением правил 1 и 2 для первообразных. Предлага­
ется вывести свойства неопределённого интеграла, получающиеся из 
правил 3 и 4, и по аналогии с приведёнными примерами вычислить не­
которые неопределённые интегралы.

1) Пусть ^(х) dx = Г(х) + С, к^О. Докажите, что 

)/(кх + a)dx- ^Р(кх + а) + С.

2) Пусть ^f(x)dx = Г(х) + С, и ^(х) — дифференцируемая на некото­
ром промежутке функция, причём определена сложная функция/^(х)). 
Докажите, что на этом промежутке jf(g(x))g'(x)dx = F(g(x)) + С. Почему 
формула из примера 1 является частным случаем полученной формулы?

3) Используя формулу из примера 1, легко вычислить 
В самом деле,

1 , 
а2+х2

Н--- ^dx = —^  ——dx-- —7^~<іх = -\ —7—7 — ax = -arctg—Н С.
* а2+х2 а н - а 1+ - а адД^ЬІ а а

Найдите, чему равен неопределённый интеграл [ / у с/х.
•' уа -х

4) С ПОМОЩЬЮ соотношения ----- 2 = о Ь------ ^ 1----  можно получить,I-X 2 \1—х 1+х/

чт0 [ ^2 dx = ^ (-ІП |1 - х| + 1п |1 + ХІ) + С = 7? 1п 7^ 
1-х 2 2 1-х + с.
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Найдите, чему равен неопределённый интеграл J о 9 dx«а -х
Проверьте результат непосредственным дифференцированием.

Мини-исследование 22
Если функции f(x) и g(x) дифференцируемы на некотором промежут­

ке, то справедлива следующая формула производной произведения этих 
функций: (f (х) • g(x))' =f\x) • g(x) +f(x) • g\x).

1) Пусть функция f(x)’g'(x) имеет первообразную на данном проме­
жутке. Докажите, что тогда функция f\x)-g(x) тоже имеет первообраз­
ную на данном промежутке и справедлива формула

jf'(x) • g(x) dx =f(x) • g(x) - jf(x) • g'(x) dx.

Эта формула носит название формулы интегрирования по частям.
2) Пусть первообразную на данном промежутке имеет функция 

f'(x) • g(x). Как тогда формулируется правило интегрирования по частям?
3) Вычислите неопределённые интегралы j х sin xdx и j х cos х dx.

Мини-исследование 23
Задача о форме зеркала прожектора. Постановка задачи следующая: 

требуется найти уравнение такой зеркальной поверхности, что свет, ис­
пускаемый точечным источником, выходит после отражения от поверх-
ности параллельным пучком.

1) Для упрощения выкладок поместим источник света Р в начало 
системы координат; будем считать, что пучок выходит в направлении, 
параллельном оси Ох. Предположим, что верхняя полуплоскость коор­
динатной плоскости Оху пересекает поверхность зеркала по некоторой 
кривой у = у(х).

2) Пусть луч, выходя из точки Р, отражается от зеркала в точке 
М(х;у). Если угол падения, равный углу отражения, обозначить через а, 

у(х)го у = tg ос. Кроме того, % = tg 2а. Получаем дифференциальное урав- 
у ^у' нение — =   ту.х

3) Разрешите полученное квадратное уравнение относительно у', вы- 
. У разив с/ через—.

4) При замене ^ на и (и — новая неизвестная функция) приходим к 

равенствам у = их, у' = и'х + и. Подставив это в выражение для у' из 3) и
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умножив полученное равенство на и, получим два соотношения: ии + и =

= -і ± ѴіПнА
5) Сделав ещё одну замену: г2 = 1 + и2 и разделив переменные, полу­

чим уравнения 5_ = —. Интегрирование этих уравнений даёт равен­

ства -1п|±1 - и| + Ст = 1п |х|, откуда Сх = 1п |х(и ± 1)|.

6) Выразив ѵ через х и у, получим соотношения С= І^хЧр ± х| для 
подходящей константы С = ±еСі.

7) Получите равенства у2 = 2С(±х + С) и объясните, почему эти уравне­
ния задают семейство парабол.

8) Найдите уравнения поверхностей, полученных вращением этих па­
рабол вокруг оси Ох.

9) В какую точку Р нужно поместить источник света, чтобы после от­
ражения от поверхности у2 + г2 = 2х свет вышел параллельным пучком?
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Глава О
ГЕОМЕТРИЧЕСКИЕ ФИГУРЫ
НА ПЛОСКОСТИ И В ПРОСТРАНСТВЕ

■ § 1. ГРАНИЦА И ВНУТРЕННОСТЬ МНОЖЕСТВА

1.1. Внутренние, внешние и граничные точки шара. Говоря о шаре, 
мы отметили, что шар имеет как внутренние, так и граничные точки.

Каждая внутренняя точка М входит в заданный шар вместе с некото­
рым шаром, центр которого находится в точке М (рис. 1). Множество всех 
внутренних точек шара называют внутренностью этого шара. Чтобы на­
глядно представить внутренность шара, нужно вообразить себе шар, с ко­
торого удалена его поверхность, то есть сфера.

Для каждой граничной точки N шара любой 
шар с центром N содержит как точки, принадле­
жащие заданному шару, так и точки, не принад­
лежащие ему. Множество всех граничных точек 
шара называют его границей. Граница шара ра­
диуса R с центром О — это ограничивающая его 
сфера радиуса R с центром О. Для каждой точ- 
киХ, не принадлежащей шару, можно указать 
некоторый шар с центром К, все точки которого 
не принадлежат заданному шару (рис. 2). Поэто­
му точку К называют внешней точкой для данно­
го шара. Множество всех внешних точек для дан­
ного шара иногда называют внешностью этого 
шара. Внешность шара совпадает с множеством 
точек, не принадлежащих шару.

Вопрос. Почему граничные точки шара не яв­
ляются его внутренними точками?

1.2. Окрестность точки. Внутренность шара 
радиуса г с центром О называют шаровой окрест­
ностью точки О. Иногда для краткости слово «ша­
ровая» опускают и говорят просто об окрестности 
точки О. Обозначают шаровую окрестность через 
иг(О), где г — радиус соответствующего шара.
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§ 1. Граница и внутренность множества ■

В прямоугольной системе координат окрестность точки Р(а;Ь;с) ради­
уса г можно задать неравенством:

(х - а)2 + (у- Ь)2 + (г - с)2 < г2.
Вопрос. Как доказать, что внутренняя точка шара входит в шар вмес­

те с некоторой своей окрестностью?

1.3. Внешние, внутренние и граничные точки множества.
Точка М называется внутренней точкой множества Ф, если сущест­

вует шаровая окрестность точки М, все точки которой принадлежат Ф.
Заметим, что если М — внутренняя точка множества Ф, то М принад­

лежит Ф вместе со всеми точками своей окрестности. Множество I, со­
стоящее из всех внутренних точек множества Ф, называется внутреннос­
тью множества Ф. Например, внутренность шара радиуса R с центром О 
есть множество всех точек М, для которых \ОМ\ < R.

Точка N называется внешней точкой для множества Ф, если сущес­
твует шаровая окрестность точки N, все точки которой не принадле­
жат Ф.

Заметим, что если N — внешняя точка для множества Ф, то N не при­
надлежит Ф.

Точка К называется граничной точкой множества Ф, если каждая 
шаровая окрестность точки К содержит как точки, принадлежащие 
множеству Ф, так и точки, не принадлежащие Ф.

Множество Q, состоящее из всех граничных точек множества Ф, на­
зывается границей множества Ф. Например, границей шара радиуса R 
с центром О является сфера радиуса R с центром О.

Вопрос. Каковы внутренность и граница отрезка, рассматриваемого в 
пространстве?

1.4. Внутренние, внешние и граничные точки на плоскости. 
Пусть Р — некоторая точка плоскости и г > 0. Круговой окрестностью 
точки Р называется множество всех точек М плоскости, таких, что \РМ\ < г.

Таким образом, на плоскости круговой окрестностью точки Р являет­
ся круг, рассматриваемый без его границы. Иногда для краткости кру­
говую окрестность точки Р на данной плоскости будем называть просто 
окрестностью точки Р.

Пусть теперь Ф — некоторое множество точек плоскости.
Точка М называется внутренней точкой множества Ф, если сущес­

твует круговая окрестность точки М, все точки которой принадле­
жат Ф.
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Точка N называется внешней точкой множества Ф, если существует 
круговая окрестность точки N, все точки которой не принадлежат Ф.

Точка К называется граничной точкой множества Ф, если каждая 
круговая окрестность точки К содержит как точки, принадлежащие Ф, 
так и точки, не принадлежащие Ф.

Совокупность всех внутренних точек мно­
жества Ф называется внутренностью множест­
ва Ф; совокупность всех граничных точек мно­
жества Ф называется границей множества Ф.

Пример 1. Рассмотрим полукруг радиуса R 
с центром О без его диаметра (рис. 3). Пока­
жем, что границей этой фигуры является объ­
единение дуги и отрезка, ограничивающих
полукруг.

Пусть точка М лежит на дуге и иг(М) — 
произвольная круговая окрестность радиу­
са г точки М, где г < R. Построим на луче ОМ 

точки Р п О так, что |ОР| = R + \OQ\ = R - 

(рис. 4). Тогда точки Р н О лежат в окрест­
ности иг(М). Однако точка Р не принадлежит 
рассматриваемому полукругу, а точка Q — 
принадлежит. Пусть точка N лежит на диамет­
ре АВ. Если N не совпадает ни с одной из точек 
А и. В, то в каждой круговой окрестности Ѵ^) 
с центром в точке N радиуса г, который меньше 
или равен половине минимального значения 
длин отрезков А/Ѵ и NB, есть точки из рассмат­
риваемого полукруга и точки из дополнения 
к нему. Рассмотрим теперь случай, когда точ- 
кa^ совпадает с точкой А. Возьмём произ­
вольную окрестность иг(А) точки А радиуса г. 

В полуплоскости с границей АВ, содержащей дугу полукруга, построим
точку Р так, что |АР| = ^, АВАР = 45° (рис. 5). Тогда точки Ан Р лежат в 

окрестности иг(А), однако точка Р принадлежит рассматриваемому полу­
кругу, а точка А не принадлежит.

Вопрос. Как доказать, что центр О является граничной точкой рас­
сматриваемого в примере 1 множества?
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§ 1. Граница и внутренность множества

1.5. Внутренние, внешние и граничные точки множеств на пря­
мой. Пусть А — некоторая точка прямой и е > 0. Тогда г-окрестностъю 
точки А называется множество всех точек М прямой, таких, что АМ < е. 
Для краткости Е-окрестность точки А будем называть просто окрестнос­
тью точки А.

Напомним, что на числовой прямой Е-окрестность числа а являет­
ся интервалом с центром в точке а длиной 2е. Аналогично для точки А 
плоского множества (круговую) окрестность Г£(А) радиуса £ можно на­
зывать (круговой) Е-окрестностью точки А. Если же А — точка множест­
ва, лежащего в пространстве, то (шаровую) окрестность Ге(А) можно на­
зывать (шаровой) Е-окрестностью точки А.

Пусть теперь Ф — некоторое множество точек прямой.
Точка М называется внутренней точкой множества Ф, если сущест­

вует окрестность точки М, все точки которой принадлежат Ф.
Точка N называется внешней точкой множества Ф, если существует 

окрестность точки N, все точки которой не принадлежат Ф.
Точка К называется граничной точкой множества Ф, если каждая 

окрестность точки К содержит как точки, принадлежащие Ф, так и точ­
ки, не принадлежащие Ф.

Вопрос. Как доказать, что если последовательность (ап) сходится к 
числу а, то это число а является одной из граничных точек множества 
{ап} всех членов данной последовательности?

Контрольные вопросы и задания ■

1. Как в пространстве определяется шаровая окрестность точки?
2. Какую точку называют внутренней для множества точек простран­

ства?
3. Какую точку называют граничной для множества точек простран­

ства?
4. Какую точку называют внешней для множества точек простран­

ства?
5. Как определяется внутренность множества в пространстве?
6. Как определяется граница множества в пространстве?
7. Как на плоскости определяется круговая окрестность точки?
8. Как определяется внутренность множества на плоскости?
9. Как определяется граница множества на плоскости?
10. Как определяются внутренние, граничные и внешние точки мно­

жества на прямой?
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■ Задачи и упражнения

1. В пространстве рассматривается отрезок Е. Докажите, что:
а) внутренность множества Е пуста;
б) граница множества Е совпадает с Е.
Укажите множество внешних точек для Е.
2. В пространстве рассматривается плоскость Р. Докажите, что:
а) внутренность множества Р пуста;
б) граница множества Р совпадает с Р.
Укажите множество внешних точек для Р.
3. В пространстве рассматривается полупространство Е с границей а, 

содержащее свою границу. Докажите, что:
а) внутренность множества Е есть множество Е\а;
б) граница множества Е совпадает с плоскостью ос.
Укажите множество внешних точек для Е.
4.* Пусть и — множество всех точек пространства. Докажите, что:
а) внутренность множества и совпадает с и;
б) граница множества и пуста;
в) внешность множества и пуста.
5.** Рассмотрим в координатном пространстве куб Ф, состоящий из 

точек М(х;у;г) таких, что О<х<1,О<с/<1,О<г<1. Докажите, что:

а) для точки К\-^;-г;^:\ найдется окрестность, целиком содержащая- 
ся в Ф;

б) для точки ь д!-^;х найдется окрестность, ни одна из точек кото- 

рой не принадлежит Ф;

в) для точки І;-^-;^ каждая ее окрестность содержит точки, как \ Э О /
принадлежащие множеству Ф, так и не принадлежащие ему.

Укажите: внутренность множества Ф; границу множества Ф; вне­
шность множества Ф.

6. На плоскости а рассматривается прямая I. Докажите, что:
а) внутренность множества I пуста;
б) граница множества I совпадает с I.
Укажите множество внешних точек для I.
7. На плоскости а рассматривается множество и всех точек этой 

плоскости. Докажите, что:
а) внутренность множества и совпадает с Е;
б) граница множества и пуста;
в) внешность множества и пуста.
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§ 1. Граница и внутренность множества ■

8. ** На числовой прямой рассматривается множество Ф, равное объ- 

единению всех отрезков вида к-где п е N. Найдите границу 
множества Ф.

Тесты ■

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. В координатном пространстве множество Ф задано неравенством 

х2 + у2 + 2г2 > 2. Какой для множества Ф является точка с координатами 
(1;0;1)?

1)внутренней 2)граничной
3) внешней 4) не принадлежащей множеству
1.2. Какая из фигур плоскости не имеет граничных точек?
1) вся плоскость 2) полуплоскость
3) плоский угол 4) внутренность треугольника
1.3. Каково множество всех решений неравенства |х + 4| < 3?
1)(-7;-1) 2)(-7;1) 3)(-1;7) 4)(1;7)
1.4. Какое из объединений промежутков имеет единственную гранич­

ную точку?
1) (—;-1) и (-о,5;2) 2) (-оо;-3) и [-3;5)
3) (—;-2] и [-1; 1] 4) (—;-3] и (-2;-1)

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. В пространстве точка М является внутренней для множества А и 

для множества В. Для каких из указанных множеств точка М также яв­
ляется внутренней (через X обозначено множество всех точек простран­
ства, не принадлежащих множеству^С)?

1)АиВ 2)АПВ 3)АиВ 4)АПВ
2.2. Какие из точек являются внутренними для пересечения полу­

плоскостей х > 0, у > 0, х + у < 2, х + 2у > 1 на плоскости?

'(4’2) 44’3/ 44’2) 44’3)
2.3. На числовой прямой рассматриваются отрезки [2;4] и [3;5]. Ка­

кие из указанных точек являются граничными для их объединения?
1)2 2)3 3)4 4)5
2.4. На числовой прямой рассматривается множество А = [0;V2] U ^5;Vw]. 

Какие из указанных точек являются внешними для множества А?
1) 1 2)2 3)3 4)4
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■ Глава 8. Геометрические фигуры на плоскости и в пространстве

■ § 2. ПРОСТРАНСТВЕННЫЕ ТЕЛА 
И ЗАМКНУТЫЕ ПЛОСКИЕ ОБЛАСТИ

2.1. Тело и область. Среди различных пространственных фигур в 
геометрии выделяют класс фигур, называемых телами. Телами являют­
ся такие фигуры, как параллелепипеды, пирамиды, призмы. Шар, ко­
нус, цилиндр — тоже являются примерами тел.

Приведём несколько примеров фигур в пространстве, не являющихся 
телами.

Прямая не является телом, потому что эта 
фигура не содержит внутренних точек: всякий, 
даже очень маленький шарик с центром в точке 
прямой не принадлежит ей. По той же причине 
телом не является плоскость.

Если к шару присоединить отрезок (рис. 1) или 
к кубу приставить квадрат (рис. 2), то получивши­
еся фигуры не являются телами.

Полупространство не ограничено и поэтому не 
является телом.

Такая фигура, как шар, из которого удалили 
точки его поверхности, составляющие сферу, не 
является телом, поскольку эта фигура не содер­
жит свою границу.

И ещё, телом не является фигура, состоящая 
из двух или более частей, каждые две из которых 
не имеют общих внутренних точек.

Среди различных плоских фигур в геометрии 
выделяют класс фигур, называемых областями. 
Среди областей преимущественно рассматрива­
ют замкнутые области, то есть области, которые 
включают свою границу. Замкнутыми областями 
на плоскости являются такие фигуры, как квад­
рат, треугольник, параллелепипед, рассматрива­
емые как части плоскости, заключённые в гра­
ницах этих фигур. Круг тоже является примером 
замкнутой области.

Вопрос. Какая фигура является границей куба?

2.2. Пространственные тела. Рассмотрим некоторые свойства, кото­
рыми обладают пространственные тела.

Рис. 2

■ 242



§ 2. Пространственные тела и замкнутые плоские области ■

Свойство 1. Тело есть ограниченное множество.
Это свойство означает, что найдётся шар, кото­

рый целиком содержит данное тело.
Если множество не содержится ни в каком шаре, 

то оно не является телом. Например, двугранный 
угол (рис. 3), определяемый как фигура, образован­
ная двумя полуплоскостями с общей границей, не 
является телом, так как он не содержится ни в ка­
ком шаре.

Вопрос. Как доказать, что если множество 
элементов пространства содержится в некотором 
кубе, то это множество ограничено?

2.3. Непустота внутренности тел.
Свойство 2. Тело имеет непустую внутренность.
Это свойство означает, что тело имеет хотя бы одну внутреннюю точку. 

Напомним, что точка А является внутренней для фигуры Ф, если сущес­
твует такое положительное число г, что фигура Ф содержит шаровую ок­
рестность иг(А) точки А.

Множества с пустой внутренностью не являются телами. Например, 
отрезок в пространстве не является телом.

Вопрос. Как доказать, что каждое тело имеет бесконечное множество 
внутренних точек?

2.4. ** Связная внутренность тел.
Свойство 3. Тело имеет связную внутренность.
Это свойство означает, что любые две точки внутренности тела можно 

соединить ломаной, состоящей из внутренних точек тела.
Пример. Объединение двух касающихся внешним образом шаров не 

является телом.
Внутренность такого множества представляет собой объединение не- 

пересекающихся внутренностей шаров. Это множество не является связ­
ным, так как плоскость, одновременно касающаяся обоих шаров, не 
имеет общих точек с внутренностью каждого шара и относительно каса­
тельной плоскости внутренности рассматриваемых шаров расположены 
в различных полупространствах. Поэтому если внутреннюю точку одного 
шара соединять ломаной с внутренней точкой другого шара, то эта лома­
ная содержит точку, принадлежащую касательной плоскости.

Вопрос. Как доказать, что внутренность объединения двух шаров, име­
ющих общую внутреннюю точку, связна?
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2.5. Замкнутость тела.
Свойство 4. Тело является замкнутым множеством.
Это свойство означает, что тело содержит все свои граничные точки.
Незамкнутые множества пространства не являются телами. Напри­

мер, шаровая окрестность, то есть шар, у которого удалена ограничива­
ющая его сфера, не является телом.

Вопрос. Как доказать, что точка, не принадлежащая замкнутому 
множеству Ф, является внешней точкой множества Ф?

2.6. Свойство границы тела.
Свойство 5. Граница тела совпадает с гра­

ницей его внутренности.
Например, границей внутренности куба 

является ограничивающая его поверхность, 
состоящая из шести квадратов. Однако объ­
единение куба и квадрата со стороной, совпа­
дающей с ребром куба (рис. 4), имеет ту же 
внутренность в пространстве, что и куб, но 
границы у этих фигур различны.

Вопрос. Как доказать, что объединение 
замкнутого шара и отрезка является замкну­
тым множеством?

2.7. Определение тела.
Телом называется ограниченное замкнутое множество точек про­

странства с непустой связной внутренностью, граница которого совпа­
дает с границей его внутренности.

Телами являются пирамиды, призмы, шары. Цилиндры и конусы оп­
ределяют таким образом, чтобы они также были пространственными те­
лами. Мы не будем доказывать, что названные фигуры являются телами.

Вопрос. Как доказать, что в координатном пространстве множество 
всех точек с координатами (х;у;г), удовлетворяющих двойному неравенству 

1 < х2 + у2 + г2 < 4, 
является телом?

2.8. ** Пересечение замкнутых фигур в пространстве. Замкнутые 
фигуры в пространстве обладают следующим свойством.

Непустое пересечение нескольких замкнутых фигур пространства 
есть замкнутая фигура.
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Пусть О — пересечение замкнутых фигур Ру Р2, Р3, ... . Предполо­
жим, что некоторая граничная точка А множества С не принадлежит 
О. Тогда точка А не принадлежит какому-то из множеств Ру Р2, Р3, .... 
Пусть для определённости точка А не принадлежит множеству Ру Рас­
смотрим произвольную шаровую окрестность иг(А) точки А. По опре­
делению граничной точки окрестность иг(А) содержит некоторую точ­
ку В из множества О. Но тогда точка В принадлежит всем фигурам Рѵ 
Р2, Р3, .... В частности, точка В принадлежит фигуре Ру

В результате получаем, что точка А не принадлежит фигуре Ру а каж­
дая окрестность точки А содержит точку из Рѵ Поэтому точка А — гра­
ничная точка множества Рх и должна принадлежать фигуре Ру так как по 
условию фигура Рг содержит все свои граничные точки. Таким образом, 
предположение О ТОМ, ЧТО пересечение О замкнутых фигур Ру Р2, Р3, ... не 
содержит все свои граничные точки, приводит к противоречию. Следова­
тельно, О — замкнутая фигура.

Вопрос. Как доказать, что отрезок является замкнутой фигурой в про­
странстве?

2.9. ** Поверхность тела. Границу тела называют поверхностью это­
го тела.

Поверхность тела разделяет его внутренние и его внешние точки, то 
есть если соединить ломаной внутреннюю точку тела с его внешней точ­
кой, то такая ломаная обязательно имеет хотя бы одну общую точку 
с поверхностью тела.

Действительно, пусть ломаная соединяет внутреннюю точку тела с 
внешней. Если какая-то из вершин ломаной является граничной точ­
кой, то утверждение доказано. В остальных случаях найдётся звено 
ломаной, один конец которого есть внутренняя точка тела, а другой — 
внешняя точка. Обозначим через А1В1 то звено ломаной, у которого Ах — 
внутренняя точка тела, &В1 — внешняя точка. Затем рассмотрим следу­
ющий процесс.

1 шаг. Разделим отрезок А1В1 точкой Су пополам (рис. 5). Далее посту­
пим следующим образом:

а) если Сг — граничная точка тела, то про­
цесс закончим;

б) если точка С1 — внутренняя, то обозна­
чим Сг через А2, а Вх через В2 и перейдём ко 
второму шагу; Рис. 5
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Рис. 6

в) если точка Сг — внешняя, то обозначим А^ через 
Л2, а Сг через В2 и перейдём ко второму шагу.

2 шаг. Разделим отрезок А2В2 точкой С2 пополам 
(рис. 6). Затем:

а) если С2 — граничная точка тела, то процесс за­
кончим;

б) если точка С2 — внутренняя, то обозначим С2 че­
рез А3, а В2 через В3 и перейдём к третьему шагу;

в) если точка С2 — внешняя, то обозначим А2 через 
А3, а С2 через В3 и перейдём к третьему шагу.

Намеченный процесс продолжаем шаг за шагом 
(рис. 7). Если процесс закончится через конечное 
число шагов, то граничная точка тела получится как 
одна из точек деления. Если процесс не закончится 
через конечное число шагов, то получится последова­

тельность отрезков АпВп, вложенных друг в друга, длины которых стре­
мятся к нулю при п -> оо. По аксиоме Кантора найдётся точка Р, общая 
для всех отрезков АпВп.

В результате для каждой окрестности и точки Р найдётся некоторый 
отрезок АпВп, целиком содержащийся в и. Поэтому окрестность и содер­
жит концы этого отрезка, один из которых является внутренней точкой, а 
другой — внешней точкой тела. Отсюда, по определению, точка Р является 
граничной для этого тела и расположенной на рассматриваемой ломаной.

Вопрос. Как доказать, что точка Е принадлежит данному телу?

2.10.** Замкнутые области на плоскости. Аналогично тому, как 
это делается в пространстве, на плоскости также можно определить ог­
раниченность, замкнутость множеств и связность внутренности множес­
тва. По аналогии с пространственным телом введём понятие замкнутой 
области.

Замкнутой областью называется ограниченное замкнутое множест­
во точек плоскости с непустой связной внутренностью, граница кото­
рого совпадает с границей его внутренности.

Из известных плоских фигур замкнутыми областями являются, на­
пример, треугольник, рассматриваемый со своими внутренними точка­
ми, круг, множество всех точек (х;у) координатной плоскости, коорди­
наты которых удовлетворяют неравенству х2 + 2у2 < 3.

Вопрос. Будет ли замкнутой областью фигура, состоящая из трёх то­
чек и трёх попарно соединяющих их отрезков?
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Контрольные вопросы и задания ■

1. Какое множество пространства называется ограниченным?
2. Как определяется связность внутренности множества?
3. Какое множество пространства называется замкнутым?
4. Приведите пример множества в пространстве, граница которого 

не совпадает с границей его внутренности.
5. Сформулируйте определение тела.
6. Как определяется поверхность тела?

Задачи и упражнения ■

1 .** Пусть известно, что расстояние между любыми двумя точками 
множества Ф пространства не превосходит фиксированного числа сі. 
Докажите, что существует шар радиуса (і, содержащий множество Ф.

2 .** Докажите, что множество Ф пространства ограничено в том и 
только в том случае, когда расстояния между любыми двумя точками 
множества Ф не превосходят фиксированного числа.

3 .** Пусть Ф — ограниченное множество в пространстве. Докажите, 
что найдётся куб, содержащий множество Ф.

4 .** Пусть известно, что множество и в пространстве содержит неко­
торый луч. Докажите, что в таком случае множество и не является огра­
ниченным.

5 .** На плоскости фигура Ф содержит точки А и В, причём известно, 
что АВ = 1, а расстояние между любыми двумя точками фигуры Ф не 
превосходит единицы. Докажите, что фигуру Ф можно заключить в круг

радиуса у.

6 .** В пространстве фигура Ф содержит точки А и В, причём извест­
но, что АВ = 1, а расстояние между любыми двумя точками фигуры Ф не 
превосходит единицы. Докажите, что фигуру Ф можно заключить в шар

радиуса -у.

7 .** В пространстве заданы два шара радиуса R, расстояние между 
центрами которых равно R. Опишите, какой вид имеет: а) внутренность 
пересечения; б) граница пересечения. Объясните, почему такое пересе­
чение является пространственным телом.

8 .** На высоте правильного тетраэдра, как на диаметре, построен шар. 
Опишите, какой вид имеет: а) внутренность пересечения; б) граница пе­
ресечения. Объясните, почему такое пересечение является простран­
ственным телом.
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■ Тесты

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Какое из указанных множеств в пространстве является телом?
1) отрезок 2) сфера 3) круг 4) шар

1.2. * Какое из указанных неравенств задаёт в пространстве множест­
во, которое является телом?

1) х2 + у2 + г2 > 2 2)х + і/ + 2<3
3) х2 + у2 + г2 < 4 4) х + і/ + 2 > 5

1. 3. Для какого из указанных множеств на числовой прямой каждая 
его точка является внутренней?

1)[-2;3) 2)(-оо;-3) 3)(4;5] 4) [7;-)

1. 4. Какая точка из указанных является внутренней для плоского тре­
угольника на координатной плоскости с вершинами (0;0), (0;1), (1;0)?

1)(0,2;0,9) 2)(0,3;0,4) 3)(0,4;0,6) 4)(0,3;0,7)

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Какие из указанных множеств пространства не имеют внутрен­

них точек?
1) множество всех точек, удалённых от заданной точки на расстояние 2
2) объединение всех сфер радиуса 1 с центрами на заданной сфере ра­

диуса 3
3) множество всех точек, удалённых от заданной плоскости на рассто­

яние 2
4) множество всех точек, расстояние от которых до какой-либо из то­

чек заданной плоскости равно 2
2.2. Пусть множества А и В задаются в пространстве неравенствами 

х2 + у2 + г2 < 1 и (х - I)2 + (у - I)2 < 1 соответственно. Какие из множеств 
являются телом?

1)АПВ 2)А0В 3)А\В 4)В\А
2.3. Какие из указанных множеств на плоскости не являются ограни­

ченными?
1) множество всех точек плоскости, равноудалённых от двух задан­

ных точек
2) множество всех точек биссектрисы заданного угла
3) множество всех точек высоты заданного треугольника
4) множество всех точек биссектрисы заданного треугольника
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§ 3. Выпуклые тела ■

2.4. Какие из указанных множеств на числовой прямой не являются 
замкнутыми?

1) ([1;2] и [4;6]) П (0;3) 2) ([2;4] и [7;9]) П (3;8)

3) ((-5;-3) и (-1;7)) А [-4;4] 4) ((1;4] и [5;8)) А [3;7]

§3. ВЫПУКЛЫЕ ТЕЛА ■

3.1. Выпуклые фигуры на плоскости и в пространстве. Напом­
ним, что на плоскости фигура Ф называется выпуклой, если для любых
двух точек А и В фигуры Ф все точки отрезка АВ принадлежат Ф. Напри-
мер, на рис. 1 изображена выпуклая замкнутая 
область. Примером невыпуклой фигуры может 
служить фигура, изображённая на рис. 2.

Определение выпуклой фигуры в простран­
стве аналогично определению выпуклой фигу­
ры на плоскости.

Фигура Ф пространства называется выпук­
лой, если для любых двух точек АиВ фигуры Ф 
все точки отрезка АВ принадлежат Ф.

Примерами выпуклых фигур в пространстве 
являются треугольная пирамида, треугольная 
призма, параллелепипед, шар, полупростран­
ство, двугранный угол (рис. 3).

Вопрос. Как доказать, что непустое пересе­
чение двух выпуклых фигур является выпук­
лой фигурой?

3.2. ** Описание выпуклых фигур на пря­
мой. В отличие от плоскости при рассмотрении 
фигур на прямой можно перечислить все воз­
можные виды выпуклых фигур.

На прямой выпуклая фигура есть либо точ­
ка, либо отрезок, либо интервал, либо полуин­
тервал, либо луч с его началом или без начала, 
либо вся прямая.

Если фигура состоит из одной точки, то дока­
зывать нечего.

Рис. 2
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Пусть А и В — две различные точки выпуклой фигуры.
I. Предположим, что все точки и луча АВ, и луча ВА принадлежат фи­

гуре. Тогда, очевидно, фигура совпадает со всей прямой АВ.
II. Предположим теперь, что на луче АВ имеется точка С, не прина­

длежащая фигуре Ф. Тогда если точка С — граничная для фигуры Ф, 
но АС — это либо интервал, либо полуинтервал, либо отрезок. Если точ­
ка С не является граничной для фигуры Ф, то, применяя рассуждения, 
аналогичные рассуждениям из пункта 2.8, получим, что существует точ­
ка Р, делящая точки луча АВ на внутренние и внешние точки по отноше­
нию к фигуре Ф. В этом случае снова получаем, что АВ — это либо интер­
вал, либо полуинтервал, либо отрезок.

Аналогичные рассуждения, проведённые для 
луча ВА, показывают, что на прямой всякая выпук­
лая фигура является либо точкой, либо интервалом, 
либо полуинтервалом, либо отрезком, либо лучом с 
началом, либо лучом без начала, либо прямой.

Вопрос. Как доказать, что если выпуклое мно­
жество Р на плоскости содержит две пересекаю­
щиеся прямые, то В — это вся плоскость?

3.3. Пересечение нескольких выпуклых 
фигур. Выпуклые фигуры обладают следующим 
свойством.

Непустое пересечение нескольких выпуклых 
фигур есть выпуклая фигура.

На рис. 4 это свойство проиллюстрировано для 
выпуклых фигур плоскости.

Вопрос. Как доказать сформулированное в этом 
пункте свойство?

3.4. Выпуклые тела. Тело в пространстве на­
зывают выпуклым, если оно представляет собой 
выпуклую фигуру.

Из известных пространственных тел выпуклы­
ми являются, например, параллелепипед, шар, 
прямой круговой конус со своими внутренними 
точками. На рис. 5 изображены некоторые невы­
пуклые фигуры.

Вопрос. В каком случае объединение двух ша­
ров будет выпуклым телом?
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3.5. ** Пересечение прямой с выпуклым телом. Выпуклые тела 
обладают следующим свойством.

Каждая прямая, имеющая с выпуклым телом хотя бы одну общую 
точку, пересекает его либо в одной точке, либо по отрезку.

Пересечение прямой с телом ограничено, так тело ограничено.
Пересечение прямой с телом замкнуто, так как и прямая, и тело 

замкнуты.
Пересечение прямой с телом выпукло, так как прямая — выпуклое 

множество, а тело выпукло по условию.
Следовательно, при пересечении прямой с телом образуется ограничен­

ное, замкнутое и выпуклое множество на пря­
мой. Из пункта 3.2 следует, что таким множест­
вом может быть либо точка, либо отрезок. Тем 
самым свойство доказано.

На рис. 6 проиллюстрировано, что указанное 
свойство для невыпуклых тел не выполняется.

Вопрос. Как доказать, что любой луч с нача­
лом во внутренней точке выпуклого тела пере­
секает это тело по отрезку? Рис. 6

3.6. ** Признак выпуклости тела. Справедливо следующее утверж­
дение, которое обратно к утверждению, доказанному в предыдущем пун­
кте, и является одним из признаков выпуклости тела.

Если каждая прямая, имеющая с телом хотя бы одну общую точку, 
пересекает его либо в одной точке, либо по отрезку, то такое тело вы­
пукло.

Пусть А и В — две произвольные точки тела Ф, удовлетворяющего ус­
ловиям признака. Тогда прямая АВ пересекает Ф по некоторому отрезку 
СВ. Так как точки А и В принадлежат отрезку СВ, то и все точки отрезка 
АВ принадлежат отрезку СВ, а поэтому принадлежат и телу Ф.

Вопрос. Как доказать, что прямой круговой цилиндр со своими внут­
ренними точками является выпуклым телом?

3.7. ** Задание полупространства с помощью координат. Спра­
ведлив следующий результат.

Пусть в координатном пространстве плоскость ос задаётся линейным 
уравнением ах + Ьу + С2 + d = 0, где а, Ь, с, (і — числа и а2 + Ь2 + с2 > 0. 
Тогда полупространство с границей ос задаётся одним из неравенств:

либо ах + Ьу + сг + <і> 0; либо ах + Ьу + сг + (і > 0;
либо ах + Ьу + сг + <і < 0; либо ах + Ьу + сг + сі <0.
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Для доказательства обозначим через U множество всех точек с коор­
динатами (x;y;z), для которых ах + by + cz + d > О, и через V — множест­
во всех точек, для которых ах + by + cz + d <0.

Докажем, что отрезок, соединяющий точки одного из этих множеств, 
не пересекает плоскость ос, а отрезок, соединяющий точки разных мно­
жеств, — пересекает плоскость ос.

Обозначим через О начало системы координат и рассмотрим три случая.
I. Пусть точки Atm^n^kJ и В(т2;п2;к2) принадлежат множеству U, 

то есть
атх + Ьпх + скх + d>0,

ат2 -I- Ьп2 + ск2 + d>0.

Для каждой точки М отрезка АВ имеем

ÔM=ÔA + kÂB,
где 0 < Z < 1. Поэтому

ОМ = (т^п^к^ + к(т2 - тх,п2 - пх,к2 - кх) =

= (кт2 + (1 - к)т1;кп2 + (1 - к)пх,кк2 + (1 - À)^).

Отсюда

а(кт2 + (1 - ^т^ + Ь(кп2 + (1 - к)пх) + с(кк2 + (1 - к)кх) + d =

= к(ат2 + Ьп2 + ск2 + ф + (1 - À)(amj+ bnx + скх + d)>0,

так как числа ат2 + Ьп2 + ск2 + d и атх+ Ьпх + скх 4- d положительны по 
условию, а числа X, 1 - Z неотрицательны и хотя бы одно из них отлично 
от нуля. Таким образом, если А є U, В е U, то любая точка отрезка АВ 
также принадлежит U.

II. Пусть точка А принадлежит множеству U или множеству V, точка В 
принадлежит плоскости ос. Этот случай разбирается аналогично первому 
случаю.

III. Пусть концы отрезка АВ принадлежат различным множествам:

А^рПрУ є U, B(m2;n2;k2) є V, то есть 

атх + Ьпх + скх + d > О, 

ат2 + Ьп2 + ск2 + d <0.

В этом случае уравнение
к(ат2 + Ьп2 + ск2 + ф + (1 - к)(атх + Ъпх + скх + d) = О
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относительно X имеет корень
_ ат1+Ьп1+ск1+(і

0 (ат^Ьп^ск^Ф) - (ат2+Ьп2+ск2+сіУ 

причём 0 < Хо < 1. Но тогда точка

М(Хот2 + (1 - Хо)т1;Хоп2 + (1 - ко)п1;кок2 + (1 - Х^)

принадлежит отрезку АВ и лежит в плоскости а.
Вопрос. Как выглядит приведённое доказательство для плоскости с 

уравнением 2 = 0?

3.8. ** Теорема отделимости. Одним из самых важных свойств вы­
пуклых тел является следующее свойство.

Если точка А не принадлежит выпуклому телу Ф, то существует та­
кая плоскость а, что тело Ф лежит в одном полупространстве с грани­
цей а, а точка А — в другом.

Это свойство иногда называют теоремой отделимости и кратко форму­
лируют в следующем виде.

Для каждой точки, не принадлежащей выпуклому телу, существует 
плоскость, которая отделяет эту точку от выпуклого тела.

Доказательство теоремы мы приводить не будем.
Для невыпуклых тел теорема отделимости неверна. Например, если 

из шара вырезали меньший шар, то центр меньшего шара невозможно 
отделить плоскостью от оставшейся части большего шара.

Вопрос. Как доказать, что в пространстве точку, не лежащую на от­
резке, можно отделить плоскостью от этого отрезка?

3.9. ** Выпуклое тело как пересечение всех содержащих его 
полупространств. Пусть Ф — выпуклое тело. Из теоремы отделимос­
ти следует, что для каждой точки А, не принадлежащей телу Ф, можно 
построить полупространство ѴА, которое целиком содержит тело Ф и не 
содержит точки А. Рассмотрим пересечение всех построенных таким об­
разом полупространств. Тогда, с одной стороны, это пересечение содер­
жит тело Ф, так как каждое полупространство ^содержит Ф. С другой 
стороны, ни одна точка В, не принадлежащая телу Ф, не может входить 
в пересечение, так как точка В не принадлежит некоторому полупрост­
ранству и^ Тем самым любое выпуклое тело можно получить как пересе­
чение полупространств, содержащих данное тело.

Вопрос. Как задать треугольную пирамиду пересечением полупро­
странств?
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■ Контрольные вопросы и задания
1 . Сформулируйте определение выпуклой фигуры.
2 .** Какой вид может иметь выпуклая фигура, расположенная на 

прямой?
3 . Сформулируйте свойство выпуклых фигур.
4 . В каком случае тело называют выпуклым?
5 .** Сформулируйте и докажите утверждение о пересечении выпук­

лого тела с прямой.
6 .** Сформулируйте и докажите признак выпуклости тела.
7 .** Сформулируйте теорему отделимости.
8 .** Докажите, что в координатном пространстве каждое полупро­

странство можно задать как множество решений линейного неравенства.

К Задачи и упражнения
1 .** На плоскости рассматривается наименьшая выпуклая фигура Ф, 

содержащая четыре заданные точки А, В, С, В. В каком случае фигура Ф 
будет: а) отрезком; б) треугольником; в) четырёхугольником?

2 .** В пространстве рассматривается наименьшая выпуклая фигура Ф, 
содержащая четыре заданные точки А, В, С, В. В каком случае фигура Ф бу­
дет: а) отрезком; б) треугольником; в) четырёхугольником; г) тетраэдром?

3 .** В пространстве наименьшая выпуклая фигура, содержащая пять 
заданных точек, является многогранником с пятью вершинами. Сколь­
ко рёбер и сколько граней может иметь такой многогранник?

4 .** Из квадрата, рассматриваемого с внутренними точками, удали­
ли вершины. Докажите, что получившаяся фигура — выпуклое мно­
жество.

5 .** Из круга удалили некоторое число точек его границы. Докажите, 
что получившаяся фигура — выпуклое множество.

6 .** Докажите, что если фигура Ф получена удалением непустого 
множества точек границы шара, то фигура Ф:

а) выпуклая;
б) не является замкнутой;
в) имеет незамкнутую проекцию на некото­

рую плоскость.
7.** Рассмотрим объединение сектора АОВ 

и треугольника АОС, расположенных так, что 
точка С лежит на продолжении радиуса ОВ, 
а отрезок АС касается дуги сектора. Удалим 
из этого множества точку А и получившуюся
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фигуру обозначим через Ф (рис. 7). Докажите, 
что фигура Ф:

а) выпуклая;
б) не является замкнутой;
в) имеет замкнутую проекцию на любую 

прямую.
8. ** В основании пирамиды 8АВСВ лежит 

невыпуклый четырёхугольник АВС В (рис. 8). 
Какие точки пространства можно отделить 
плоскостью от этой пирамиды, а какие нельзя?

9. ** Какой системой линейных неравенств 
в координатном пространстве задаётся тет­
раэдр с вершинами А(1;-2;1), В(2;0;-3), 
С(-1;4;0), В(0;1;1)?

Тесты ■
Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. ** Точки А, В, С и В не лежат в одной плоскости. Какое мини­

мальное выпуклое множество содержит эти точки?
1) объединение отрезков АВ, АС, АВ, ВС, ВВ, СВ
2) тетраэдр АВСВ
3) шар, ограниченный сферой, проходящей через точки А, В, С нВ
4) призма АВСВЕЕ, где отрезки ВЕ и СЕ параллельны и равны АВ
1.2. В каком случае минимальная выпуклая фигура в пространстве, со­

держащая четыре точки А, В, С нВ, будет плоским четырёхугольником?
1) точка С принадлежит отрезку АВ
2) точки лежат на одной прямой
3) прямые АС и ВВ пересекаются в точке, принадлежащей отрезку АС 

и не принадлежащей отрезку ВВ
4) отрезки АВ и СВ пересекаются в точке, отличной от А, В, С и В
1. 3.** Рассмотрим квадрат АВСВ как фигуру, составленную из отрез­

ков АВ, ВС, СВ и АВ. Каким является это множество?
1) выпуклым и замкнутым 2) выпуклым и незамкнутым
3) невыпуклым и замкнутым 4) невыпуклым и незамкнутым
1. 4.** Множество решений какого из неравенств изображается на ко­

ординатной плоскости в виде выпуклого множества?
1)х2 + />1 2)у<х2 3)\х\>у 4)|х| + |г/|<2.

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. На координатной плоскости рассматривается объединение плос­

кого прямоугольника АВСВ с вершинами А(0;0), В(0;3), С(4;3), В(4;0)
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и плоского треугольника АВМ. В каких из указанных случаев получает­
ся выпуклая фигура?

1)М(-2;1) 2)М(-5;4) 3)М(-1;-2) 4)М(3;5)
2.2. Какие из указанных множеств в пространстве являются выпук­

лыми?
1) куб, из которого удалены вершины
2) куб, из которого удалены центры граней
3) объединение единичных шаров, с центрами в вершинах заданного 

единичного куба
4) объединение всех отрезков заданной длины, середины которых 

принадлежат заданному отрезку
2.3. Какие из указанных множеств на плоскости являются выпуклыми?
1) множество всех точек, равноудалённых от двух пересекающихся 

прямых
2) множество всех точек, равноудалённых от двух параллельных прямых
3) множество всех точек круга, из которого удалили концы одного 

диаметра
4) множество всех точек плоского квадрата, из которого удалили сере­

дины сторон
2.4. ** Какой вид может иметь непустое пересечение выпуклого мно­

жества на плоскости с отрезком?
1) интервал
2) объединение двух непересекающихся интервалов
3)отрезок
4) полуинтервал

■ §4. МНОГОГРАННИКИ

Рис. 1

4.1. Представление о многогранниках. Куб, 
пирамида, параллелепипед, призма являются пред­
ставителями обширного класса фигур, называемых 
многогранниками. Граница каждого из указанных 
многогранников состоит из конечного числа плоских 
многоугольников: треугольников, квадратов, парал­
лелограммов и так далее. Заметим, что не всякую фи­
гуру, граница которой состоит из многоугольников, 
следует считать многогранником. Например, фигуру, 
состоящую из двух кубов, расположенных так, как 
изображено на рис. 1, многогранником не считают.
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Рис. 3

Рис. 2

Вопрос. Из каких многоугольников состоит 
граница пятиугольной призмы?

4.2. Многоугольные области.
Многоугольной областью называется замкну­

тая плоская область, граница которой является 
объединением конечного числа отрезков.

Это определение обобщает понятие многоуголь­
ника. На рис. 2 изображено несколько необычных 
многоугольных областей.

Вопрос. Как определяется замкнутая плоская область?

4.3. Многогранники. В стереометрии значительное внимание уделя­
ется изучению многогранников.

Многогранником называется тело, граница которого является объ­
единением конечного числа многоугольных областей.

На рис. 3 изображено несколько необычных многогранников. Фигу­
ра на рис. 1 не является многогранником, так как она не удовлетворяет 
определению тела из пункта 2.7 — внутренность этой фигуры несвязна, 
так как состоит из двух отдельных фигур.

Вопрос. Будет ли многогранником фигура, по­
лученная удалением из куба всех внутренних то­
чек октаэдра, вершины которого совпадают с цен­
трами граней заданного куба?

4.4. ** Пример области с границей из бес­
конечного числа отрезков. Возьмём на окруж­
ности точки А, В, С, являющиеся вершинами 
правильного треугольника (рис. 4).

Разделим пополам точкой А1 меньшую из дуг с 
концами В и А, то есть дугу, не содержащую точ-
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ку С, и рассмотрим замкнутую плоскую фи­
гуру АСВАХА, ограниченную отрезками АС, 
СВ, ВА} и меньшей из дуг с концами Аг и А 
(рис. 5).

Аналогично разделим пополам точкой А2 
меньшую из дуг с концами А} и А и рассмот­
рим замкнутую плоскую фигуру АСВА^А^, 
ограниченную отрезками АС, СВ, ВАѴ АД и 
меньшей из дуг с концами А2, А (рис. 6).

Продолжая этот процесс, после э-го шага 
разделим пополам точкой Аз+1 меньшую из 
дуг с концами А5 и А и рассмотрим замкнутую 
плоскую фигуру АСВА1А2...АА, ограниченную 
отрезками АС, СВ, ВА1,А1А2, ...,ААз+1 и мень­
шей из дуг с концами А§+1, А.

Рассмотрим теперь область Ф, граница ко­
торой состоит из отрезков АС, СВ и последова­
тельности отрезков: ВАѴ АД, ..., АД р ... . 
Область Ф является замкнутой областью, но не 
является многоугольником.

Аналогично если не требовать конечности 
числа многоугольников, ограничивающих многогранник, то также мож­
но построить не являющееся многогранником тело, граница которого со­
стоит из бесконечного числа многоугольников.

Вопрос. Как построить тело, граница которого состоит из бесконечно­
го числа многоугольных областей?

4.5. Выпуклые многогранники. Многогранник, являющийся выпук­
лой фигурой, называется выпуклым многогранником.

Примерами выпуклых многогранников являются правильные пира­
миды, правильные призмы, октаэдр, додекаэдр, икосаэдр. Многогранни­
ки, изображённые на рис. 3, не являются выпуклыми.

Выпуклый многогранник нетрудно разрезать на пирамиды, то есть 
представить в виде объединения конечного числа пирамид, попарно не 
имеющих общих внутренних точек.

Для этого достаточно взять внутреннюю точку многогранника и со­
единить её со всеми вершинами. Например, соединив центр правильной 
шестиугольной призмы с вершинами, мы получим две шестиугольные
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пирамиды и шесть четырёхугольных пира­
мид (рис. 7).

Произвольную пирамиду можно разрезать 
на треугольные пирамиды. Для этого доста­
точно разбить основание пирамиды на тре­
угольники и каждый треугольник считать 
основанием соответствующей пирамиды. На­
пример, на рис. 8 пятиугольная пирамида 
8АВСЕЕ разрезана на треугольные пирамиды 
ЗАВЕ, 8ВСВ и 8ВВЕ.

Аналогично любой выпуклый многогранник 
можно разбить на треугольные пирамиды.

Вопрос. Выпуклый многогранник плоскос­
тью разрезан на два многогранника. Как до­
казать, что получившиеся многогранники — 
выпуклые?

4.6. Усечённая пирамида.
Пример. Рассмотрим пирамиду 8АВС. Па­

раллельно основанию АВС проведём плос­
кость, пересекающую боковые рёбра 8А, 8В, 
8С в точках Ар Вѵ Сг соответственно. Эта плос­
кость разбивает пирамиду на треугольную пи­
рамиду 8А1В1С1 и многогранник АВСА1В1С1, 
который называется усечённой пирамидой 
(рис. 9). Параллельные грани АВС и А1В1С1 
называются основаниями усечённой пирами­
ды. Расстояние между плоскостями оснований 
усечённой пирамиды называют высотой этой 
усечённой пирамиды. Грани АА^^, ВВ^С, 
АА-^С называются боковыми гранями усечён­
ной пирамиды.

Основания усечённой пирамиды имеют соот­
ветственно параллельные стороны, поэтому яв­
ляются подобными треугольниками. Боковые 
грани усечённой пирамиды — трапеции.

Усечённую пирамиду можно всегда достро­
ить до пирамиды.

Вопрос. Как доказать, что площадь боко­
вой поверхности правильной усечённой тре-

Рис. 7

8

Е
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Рис. 11

угольной пирамиды больше разности пло­
щадей оснований?

4.7. ** Полуправильные многогранники. 
Наряду с правильными многогранника­
ми рассматривают также полуправилъные 
многогранники. Ограничимся несколькими 
примерами.

У выпуклых полуправильных многогран­
ников каждая грань является правильным 
многоугольником, причём не все грани рав­
ны. В каждой вершине полуправильного 
многогранника соединяется по одинаковому 
числу граней фиксированного вида, причём 
схема их соединения одна и та же.

Среди призм полуправильным много­
гранником является любая п-угольная при­
зма, боковые грани которой — квадраты. 
У правильной шестиугольной призмы, изо­
бражённой на рис. 10, в каждой вершине со­
единяются один правильный шестиугольник 
и два квадрата.

На рис. 11 изображён полу правильный 
многогранник, у которого в каждой вершине 
соединяются чередующимся образом по два 
правильных треугольника и по два квадрата.

Вопрос. Какие примеры полуправильных многогранников можете 
привести вы?

■ Контрольные вопросы и задания

1. Как определяется многоугольная область?
2. Сформулируйте определение многогранника.
3. Какой многогранник называется выпуклым?
4. Докажите, что каждый выпуклый многогранник можно разрезать 

на конечное число треугольных пирамид.
5. ** Докажите, что любой многогранник можно разрезать на конеч­

ное число пирамид.
6. Как построить усечённую пирамиду?
7. Что называют основаниями усечённой пирамиды?
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8. Что называют боковыми гранями усечённой пирамиды?
9. Что называют высотой усечённой пирамиды?
10. ** Какие примеры полуправильных многогранников вы знаете?

Задачи и упражнения ■

1 . Докажите, что выпуклую многоугольную область можно разрезать 
на конечное число треугольников.

2 . Докажите, что круг можно представить в виде объединения беско­
нечного числа треугольников.

3 . Приведите пример многогранника, у которого одна грань — 
четырёхугольник, все остальные грани — треугольники, но который не 
является пирамидой.

4 . Приведите пример многогранника, у которого две грани — равные 
пятиугольники, все остальные грани — параллелограммы, но который 
не является призмой.

5 .** В правильную усечённую треугольную пирамиду, у которой в ос­
нованиях правильные треугольники со сторонами 1 см и 2 см, можно впи­
сать шар. Найдите радиус этого шара.

6 .** Докажите, что около каждой правильной усечённой пирамиды 
можно описать сферу.

7 .** В правильной усечённой четырёхугольной пирамиде 
АВСВА1В1С1В1 нижнее основание АВСВ — квадрат со стороной 3, вер­
хнее основание А1В1С1В1 — квадрат со стороной 1, боковые рёбра ААѴ 
ВВѴ ССр ВВ1 имеют длину 3. Точка М — середина ребра С^^. Через 
точку М проходит прямая, пересекающая прямые ААг и ВС в точках Р и 
Q. Найдите длину отрезка PQ.

8 .** Основания усечённой пирамиды являются правильными тре­
угольниками, а их периметры относятся как 8:5. Сфера с центром, рас­
положенным в плоскости меньшего из оснований, касается другого 
основания и продолжений боковых граней пирамиды. Найдите углы, 
образованные боковыми рёбрами пирамиды с большим основанием, если 
известно, что все эти углы одинаковы.

Тесты ■

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Точки А, В и С не лежат на одной прямой. Какое минимальное 

выпуклое множество содержит эти точки?
1) объединение отрезков АВ, АС, АР)
2) круг, ограниченный окружностью, проходящей через точки А, В к С
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3) плоский треугольник АВС
4) параллелограмм, у которого тремя вершинами являются точки А, 

В и С
1.2. ** Рёбра одного из оснований правильной усечённой треугольной 

пирамиды равны 2, а все остальные рёбра равны 1. Чему равен радиус 
сферы, описанной около этой пирамиды?

П<2І „,<22 „,<23 ,.<24
^4 ^4 *^4 4
1.3. ** Грани полуправильного многогранника с 12 вершинами — 

квадраты и треугольники. К каждой вершине примыкают два квадрата 
и два треугольника. Сколько граней у этого многогранника?

1) 10 2) 12 3) 14 4) 16

1.4. В пирамиде 8АВС рёбра ЗА, ЗВ, 8С попарно перпендикулярны и 
имеют длину а. Чему равна высота этой пирамиды, опущенная из вер­
шины 3?

1) — ' 3 2> її
Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Какой вид может иметь пересечение прямой с выпуклой фигурой 

в пространстве?
1) интервал
2) объединение двух непересекающихся интервалов
3) луч
4) прямая
2.2. ** Какой многоугольник может быть основанием правильной пи­

рамиды, боковые грани которой — равносторонние треугольники?
1) четырёхугольник 2) пятиугольник
3) шестиугольник 4) семиугольник
2.3. В правильной треугольной призме АВСА1В1С1, высота которой 

равна 8, на боковых рёбрах А4р ВВр ССГ выбираются соответственно 
точки К, Ь, М. В каких случаях многогранник с вершинами А, В, С, К, 
Ь, М равен многограннику с вершинами Ар ВѴСѴ К, Ь, М?

1)AK = 4,BL = 3,CM = 5
3)AK = 5,BL = 2,CM = 4:

2)AK=1,BL = 4,CM = 5 
^)AK = 2,BL = 4,CM^6

2.4. ** В многограннике АВСА1В1С1 грань ВВ^^С является квадратом
со стороной 20; ребро А4Т параллельно ребру ВВр грани АВС и А1В1С1 —
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Мини-исследования к главе 8 ■

правильные треугольники и АА1 < ВВѴ Каким может быть расстояние 
от вершины А до плоскости грани ВВ1 С^?

1) 14 2) 15 3) 16 4) 17

Мини-исследования к главе 8 ■

Мини-исследование 24
На числовой прямой рассматривается множество Ф, состоящее из всех 

конечных десятичных дробей, принадлежащих отрезку [0;1]. Устано­
вить, какие точки являются внутренними, внешними и граничными для 
множества Ф.

Подсказка: показать, что отрезок [0;1] не содержит внутренних точек 
множества Ф.

Мини-исследование 25
Доказать, что рассматриваемая в пространстве плоская замкнутая 

фигура будет замкнутой и в пространстве.
Предлагается следующая схема исследования.
1. Показать, что если точка М не лежит в плоскости фигуры, то она 

не может быть граничной. В этом случае точка находится на фиксиро­
ванном расстоянии от плоскости.

2. Показать, что если точка М лежит в плоскости фигуры и являет­
ся граничной, то она является граничной и в плоскости. Действительно, 
если шаровая окрестность точки М содержит точку нашей фигуры, то она 
обязательно содержится в плоскости. Поэтому круговая окрестность точ­
ки М того же радиуса в плоскости также содержит точку нашей фигуры.

Мини-исследование 26
На плоскости даны четыре выпуклые фигуры. Известно, что пересе­

чение любых трёх из них непусто. Докажите, что тогда пересечение всех 
четырёх фигур — непусто.

Пусть А4 — общая точка фигур Ф2, Фѵ Ф±, А2 — общая точка фигур 
Фр Ф3, Ф4; А3 — общая точка фигур Фр Ф2, Ф4; А4 — общая точка фигур 
Фр Ф2, Ф3. Рассмотрите три случая:

1) точки А1? А2, А3, А4 — вершины выпуклого четырёхугольника;
2) одна из точек Аі лежит в треугольнике с вершинами в остальных 

точках;
3) все точки Ар А2, А3, А4 лежат на одной прямой.
Рассмотрите обобщение, известное как теорема Хелли: если на плос­

кости даны п выпуклых фигур, причём пересечение любых трёх из них 
непусто, то пересечение всех этих фигур — непусто.

263



Глава
ПЛОЩАДЬ И ОБЪЁМ.
ОПРЕДЕЛЁННЫЙ ИНТЕГРАЛ

В этой главе рассказывается об общих подходах к определению площадей 
и объёмов, берущих начало ещё в античные времена и составляющих осно­
ву современных представлений теории меры. Рассматривается понятие оп­
ределённого интеграла, изучаются его свойства и применение к вычислению 
площадей и объёмов.

■ § 1. ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ФИГУРЫ

1.1. Свойства площади. Для некоторых фигур плоскости определя­
ют численную характеристику, которую называют площадью. Ранее вы 
познакомились с основными свойствами площади плоских фигур. На­
помним эти свойства.

Площадь выражается неотрицательным числом и имеет следующие 
свойства:

1) монотонность — если одна фигура содержится внутри другой, то 
площадь внутренней фигуры не больше площади внешней;

2) равные фигуры имеют равные площади;
3) аддитивность — если какая-нибудь фигура состоит из двух частей, 

не имеющих общих внутренних точек, то площадь всей фигуры равна 
сумме площадей составляющих её частей;

4) единицей площади считается площадь квадрата, длина стороны 
которого равна выбранной единице длины.

С этими свойствами связан целый ряд вопросов, с давних пор при­
влекавших внимание математиков: можно ли приписать определён­
ную площадь каждой плоской фигуре, не нарушая свойств 1-4, сколь­
кими способами это можно сделать, как указать простые формулы для 
вычисления площадей тех или иных классов фигур и так далее. Эти 
вопросы оказались настолько трудными и так тесно связанными с ос­
новами математики, что ответы на них получены сравнительно недавно — 
в начале XX века, хотя они интенсивно исследовались с незапамятных 
времён. В частности, ещё античными учёными было показано, что про­
стейшие геометрические фигуры — прямоугольники, параллелограм­
мы, треугольники и трапеции — имеют площади, а также установлены 
известные формулы для их площадей.
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§ 1. Элементарные фигуры ■

Вопрос. Каковы формулы площадей 
треугольника, параллелограмма и тра­
пеции?

1.2. Палетки. Простейшим инст­
рументом для приближённого измерения 
площадей является палетка, то есть рав­
номерная сетка из одинаковых квадра­
тов. Сетку накладывают на измеряемую 
фигуру и считают суммарную площадь 
квадратов, полностью поместившихся 
внутри фигуры (рис. 1). Сумма площа­
дей этих квадратов является прибли­
жённым значением искомой площади с 
недостатком. Если же при этом наложе­
нии подсчитать, сколько квадратов имеют с данной фигурой общие точ­
ки, то получится приближённое значение площади с избытком. Разность 
между этими приближениями определяет оценку погрешности измере­
ния. Когда погрешность слишком велика, берут палетку с более мелким 
шагом и снова повторяют процедуру измерения площади.

Вопрос. Как выводится формула для площади прямоугольника?
1.3. Элементарные фигуры. Пусть на плоскости задана прямоуголь-

ная система координат. Для каждого целого числа а через точку А(а;0) оси
Ох проведём прямую, параллельную оси Оу. Аналогично для каждого це-
лого числа Ь через точку В(О;Ь) оси Оу про­
ведём прямую, параллельную оси Ох. В ре­
зультате вся плоскость покроется сетью 
одинаковых квадратов единичной площа­
ди (рис. 2). Эту сеть будем называть сетью 
нулевого ранга. Иногда такую сеть квад­
ратов называют палеткой нулевого ранга, 
связанной с заданной прямоугольной сис­
темой координат.

Если для каждого целого числа а че- 

рез точку АІ—;0І провести прямую, па­

раллельную оси Оу, и через точку В О;у 

провести прямую, параллельную оси Ох, 
то получится сеть с более мелким шагом:
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■ Глава 9. Площадь и объём. Определённый интеграл

а каждый из квадратов сети нулевого ран­
га разделится на четыре равных квадрата 
площади | (рис. 3). Эту сеть назовём се­

тью первого ранга или палеткой первого 
ранга.
 Процесс деления пополам шагов сет­

ки можно продолжить. Разделив по­
полам стороны квадратов сети первого 
 ранга, получим сеть второго ранга, за­

тем — сеть третьего ранга и так далее. 
---------------------------------------- Для каждого целого числа т через точку 

Рис. 3--- А ^;0 проведём прямую, параллельную

оси Оу, и через точку В 0;-^ проведём

прямую, параллельную оси Ох. В результате получим сеть квадратов ран- 
1га п, при этом сторона наименьшего квадрата этой сети равна ц^, а пло- 

1 ттщадь наименьшего квадрата этой сети равна ^. При переходе от сети ран-

га л к сети ранга л + 1 каждый квадрат делится на четыре одинаковых
меньших квадрата.

Говоря о «квадрате сети ранга п», мы имеем в виду соответствующий 
замкнутый квадрат, то есть часть плоскости, ограниченную контуром 
квадрата, включая сам этот контур.

Вопрос. Сколько квадратов сети ранга п имеют общие точки с задан­
ным квадратом сети ранга п?

1.4. Площадь элементарных фигур. Легко найти площадь любой 
фигуры, составленной из квадратов сети ранга п. Достаточно сосчитать

1число таких квадратов и умножить его на — площадь одного квадра­
та п-го ранга.

Элементарной фигурой ранга п называется объединение конечного 
числа квадратов сети ранга п. Площадь (или мера) элементарной фигу­
ры равна сумме площадей составляющих её квадратов ранга п.

Площадь элементарной фигуры Р будем обозначать через 5 (Р).
Одну и ту же элементарную фигуру можно составлять из квад­

ратов разного ранга. Пусть, например, фигура Р составлена из т 
квадратов п-го ранга. Следовательно, её площадь 8(Р) равняет­
ся ^. Разделим каждый квадрат ранга л на 4 квадрата ранга л + 1
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§ 1. Элементарные фигуры ■

(рис. 4). Получится разложение той же 
самой фигуры Г в объединение 4т квад­
ратов ранга и + 1, однако площадь при 
этом никак не изменится, поскольку 

4т _ 4т _ т 
4«+1 “ 4.4" “ 4"*

Точно так же, если разделить каждый 
квадрат ранга п на 4^ квадратов ранга 
п + к, то получится разложение фигуры Г 
в объединение 4кт квадратов ранга п + к. 
Сумма их площадей снова равняется 

4кт _ 4кт _ т 
^п+к ~ ^к.^п ~ 4" •

Таким образом, всякая элементарная 
фигура ранга п одновременно является элементарной фигурой ранга п + к, 
причём значение площади не зависит от того, какой ранг ей приписан. По­
этому конкретное значение ранга бывает несущественным, и мы часто бу­
дем его опускать, говоря просто об «элементарных фигурах».

Пустое множество удобно считать элементарной фигурой (любого ран­
га), площадь которой равна нулю.

Вопрос. Можно ли из 548 квадратов ранга 8 составить элементарную 
фигуру ранга 5?

1.5. Аддитивность и монотонность площади для элементарных 
фигур. Площадь элементарных фигур обладает свойствами 1-4, пере­
численными в пункте 1.1. Докажем свойство 3.

Пусть Г и С — элементарные фигуры рангов тип соответственно. По­
ложим к = шах(т; п) и будем считать, что фигура Р составлена из Р квад­
ратов, а С — из Q квадратов ранга к. Если Р иОне имеют общих внутрен­
них точек, то в состав объединения Р и О входят Р + Q квадратов ранга к. 
Значит,

«(^ и О = ^^ = ^ + 4 = ЭД + 8(0.
Доказанное свойство справедливо для любого конечного набора эле­

ментарных фигур. Это свойство называется аддитивностью площади.
Непосредственно из определений вытекает, что если элементарная 

фигура Р содержится в элементарной фигуре С, то 8(Р) < 8(0). В ре­
зультате получаем свойство 1, которое называется монотонностью 
площади.

Рис. 4
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■ Глава 9. Площадь и объём. Определённый интеграл

Таким образом, площадь элементарных фигур аддитивна и моно­
тонна.

Вопрос. Как доказать, что если Г и С — элементарные фигуры, причём 
^ С с и 5(Л = 5(0, то Г = С?
  1.6.** Объединение и пересечение эле- 

у т ментарных фигур. Очевидно, что теорети­
ко-множественное объединение двух элемен- 

р & тарных фигур всегда является элементарной
фигурой. Однако для пересечений и разностей 
это не так.

В Пример 1. Пусть Р и О — два различных
--------------------------------- квадрата ранга 0, пересечением которых яв- 

Рис. 5----ляется общая сторона АВ (рис. 5). Отрезок АВ
не является элементарной фигурой, посколь­

ку не существует такого натурального числа п, чтобы АВ был объедине­
нием квадратов ранга п.

Определим теперь для элементарных фигур новую операцию — эле­
ментарное пересечение. Эта операция является аналогом операции пе­
ресечения множеств. В результате применения этой операции к элемен­
тарным фигурам получаются элементарные фигуры.

Заметим, для элементарной фигуры Р ранга пг и элементарной фигу­
ры С ранга п2 их общим рангом можно считать наибольший из рангов 
п^ и п2.

Для элементарных фигур Р и С ранга п их элементарным пересече­
нием называется объединение всех квадратов ранга п, каждый из кото­
рых входит в состав как первой, так и второй фигуры одновременно.

Элементарное пересечение фигур Г и С будем обозначать через Г п С.
Может оказаться, что элементарное пересечение или элементарная 

разность элементарных фигур окажется пустым множеством. Напомним, 
что мы условились считать пустое множество элементарной фигурой.

Вопрос. В каком случае непустое теоретико-множественное пересе­
чение элементарных фигур является элементарным пересечением этих 
фигур?

1.7. ** Разность элементарных фигур. Напомним, что разностью 
Р \ С множеств Р и О называется множество всех элементов из Р, кото­
рые не принадлежат множеству С.

Для элементарных фигур Р и С ранга п их элементарной разностью 
Р-С называется объединение всех квадратов ранга п, каждый из кото­
рых входит в состав фигуры Г и не входит в состав фигуры С.
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§ 1. Элементарные фигуры ■

Вопрос. Чему равна площадь элементарной разности между элемен­
тарной фигурой F и пустым множеством?

1.8. ** Свойства операций над элементарными фигурами. Из оп­
ределения операций над элементарными фигурами следует, что для лю­
бых элементарных фигур справедливы формулы

F = (F^G)u(F-G),
F <j G = (F су G) и (F-G) и (G-F), 

причём фигуры, обозначения которых стоят в скобках в правой части 
каждого из равенств, не имеют общих внутренних точек. Из приведён­
ных формул и из свойства аддитивности площади элементарных фигур 
вытекает, что

S(F) = S(F^G) + S(F-G),
S(F и G) = S(F ^G) + S(F - G) + S(G -F) = S(F) + S(G) - S(F су G).

В частности, если GczF, то G-F = 0,F cyG = Gn
S(F-G) = S(F)-S(G).

Вопрос. Пусть F и G — такие элементарные фигуры, что S(F u G) = 
= S(F) + S(G). Что можно сказать об элементарном пересечении F су G?

Контрольные вопросы и задания ■

1. В чём состоят основные свойства площади?
2. Как пользоваться палеткой для приближённого измерения пло­

щадей?
3. Как устроена сеть ранга п и что называется элементарной фигурой?
4. Как определяется площадь элементарной фигуры?
5. Почему значение площади элементарной фигуры не зависит от 

приписанного ей ранга?
6. Сформулируйте свойство аддитивности площади элементарных 

фигур.
7. Сформулируйте свойство монотонности площади элементарных фи­

гур.
8. ** Что называется элементарным пересечением и элементарной раз­

ностью элементарных фигур?

Задачи и упражнения ■
/ 2\ /1 . Для прямоугольника М с вершинами А(0;0), В 0;-^ , С 1;^ , В(1;0) 

найдите элементарные фигуры N и К такие, что М Q N, М ^ К, а модуль 
разности площадей фигур К и N меньше 0,01.
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2 . Для треугольника М с вершинами А(0;0), В(2;2), С(2;0) найдите эле­
ментарную фигуру N такую, что N с М, а площадь фигуры N больше 1,8.

3 .* Для треугольника М с вершинами А(0;0), В(2;3), С(2;0) найдите эле­
ментарную фигуру К такую, что К 2 М, а площадь фигуры К меньше 3,2.

4 .** Для отрезка М с концами А(0;0) и В(1;2) найдите элементарную 
фигуру К такую, что К 2 М, а площадь фигуры К меньше 0,1.

5 .** Для трапеции М с вершинами А(0;0), В(1;2), С(2;2), В(4;0) най­
дите элементарные фигуры N и К такие, что М ^ N, М ^ К, а модуль 
разности площадей фигур ^и^ меньше 0,1.

■ Тесты

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Элементарная фигура состоит из 8 квадратов палетки ранга 3.

Сколько квадратов палетки ранга 5 составляют эту фигуру?
1)32 2)64 3) 128 4)256
1.2. Элементарная фигура состоит из одного квадрата палетки ран­

га 0, из одного квадрата ранга 1, одного квадрата ранга 2, одного квадра­
та ранга 3, одного квадрата ранга 4, одного квадрата ранга 5, причём ни 
один из квадратов не лежит внутри другого. Сколько квадратов палетки 
ранга 5 составляют эту фигуру?

1)85 2) 341 3)1365 4)3413
1.3. Сколько квадратов палетки ранга п, где п — натуральное число, 

имеют общие точки с контуром квадрата нулевого ранга?
1)2Л 2)2П< 3)2л+2 4)2л+3
1.4. Чему равна площадь равностороннего треугольника со стороной 4а?
1)п2Ѵз 2) 2аЧ% 3) 4a2V3 4)16а2Ѵз

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Для каких из указанных значений 8 существует элементарная 

фигура площади 8?
41)8 = 2 2)8Ц 3)8 = | 4)84
о 4

2.2. В каких из указанных случаев квадрат ABCD на координатной 
плоскости является элементарной фигурой?

1)А(1;-1), В(-1;-1), С(-1;1), D(l;l)
2) А(1;0), В(0;1), С(-1;0), В(0;-1)
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3)А(0;0), в|о;||, с||;|), о(|;о)

4М(0;0), в(о; Д с(|;||, Д|;о)
\ О / \ О О I \ о /

2.3. Площади каких прямоугольников со сторонами а, Ь больше 2?
1)а = 1,2; 6 = 1,8 2)а = 1,3; 6=1,5
3)п = 1,4; 6 = 1,6 4)а = 1,1; 6=1,9

2.4. Какие из величин равны 51 236 мм2?
1)5,1236 дм2 2) 0,51236 дм2 3)512,36 см2 4) 5123,6 см2

§2. МЕРА ЖОРДАНА ■

2.1. Измеримость по Жордану на плоскости. Приближая произ­
вольные геометрические фигуры элементарными, можно распростра­
нить понятие площади на очень широкий класс множеств. Такой идеей 
руководствовались ещё древнегреческие учёные Евдокс, Евклид и Ар­
химед, которые использовали её для вычисления площади (или меры) 
некоторых конкретных фигур. В строгую теорию меры эта идея оформи­
лась на рубеже ХІХ-ХХ веков благодаря работам таких математиков, 
как Камилл Жордан, Анри Лебег и др.

Пусть Г — произвольная геометрическая фигура (ограниченное мно­
жество точек) на плоскости. Для всякого натурального п составим две 
элементарных фигуры Р'п и Г" рангов п по правилам: Р'п образована все­
ми квадратами п-го ранга, целиком со­
держащимися в Р (рис. 1), а Р" — всеми 
квадратами ранга п, имеющими с Р хотя 
бы по одной общей точке (рис. 2). В част­
ности, фигура Р" может оказаться пус­
той. Даже Р" будет пустой, если Р - 0. 
Тем не менее во всех случаях

Р'^Р^Р". п п

С увеличением номера п фигура Р^ мо­
жет только расшириться, а Р'п' — только 
сузиться:

Р' £ Р' ^Р ^ Р'' с Р". п п+1 п+1 п Рис. 1
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Отсюда и из монотонности площади 
элементарных фигур вытекает, что

^;)<...<8(^)<5(^+1)<вщ'+1)<
^(^-^(г;')-

Иными словами, числовая последова­
тельность 8(Р„) не убывает и ограничена 
сверху, а числовая последовательность 
8(Р") не возрастает и ограничена снизу. 
По теореме о пределе монотонных после­
довательностей, существуют пределы: 
5'(Г)=1іш8(Г), 8"(Г) = ІішЯЕ"), и при этом

П^°о И—>оо

8'(Р) = Ііт 8(Р^ < Ит ЯР") = 8”(Р). П—>°° П—>оо

Фигура Р плоскости называется измеримой по Жордану, если 
8'(Г) = 8"(Р).

Иногда для краткости фигуру называют измеримой, если эта фигура 
измерима по Жордану.

Если значения 8'(Р) и 8"(Р) не совпадают, то такую фигуру называют 
неизмеримой.

Общее значение 8'(Р) и 8"(Р) измеримой фигуры Р называется ме­
рой Жордана фигуры Р.

Меру Жордана плоской фигуры иногда называют жордановой мерой 
этой фигуры.

Для меры Жордана измеримой фигуры Р будем использовать обозна­
чение 8(Р).

Вопрос. Как доказать, что всякий отрезок, расположенный на оси 
Ох, имеет нулевую меру Жордана?

2.2. ** Пример множества, неизмеримого по Жордану. Приведём 
пример неизмеримого по Жордану множества точек на плоскости. Рас­
смотрим единичный квадрат

Е = {(х;у): 0 < х < 1, 0 < г/ < 1} 
и выберем в нём подмножество Р, состоящее из всех точек с рациональ­
ными координатами.

Понятно, что никакой квадрат ранга п не может целиком принадле­
жать множеству Р, так как в любом квадрате есть точки с иррациональ­
ными координатами. Значит, Р'п = 0 при любом натуральном п, поэтому 

8'(Р) = 1іш 8(Р^) = 8(0) = 0.
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С другой стороны, любой заключённый в Е квадрат ранга п обязатель­
но содержит точки с рациональными координатами. Поэтому всякий та­
кой квадрат войдёт в состав фигуры F". Следовательно, Е с F" и

S"(F) = lim S(F") > S(E) = 1.

Итак, значения S'(F) и S"(F) различны, а потому фигура F неизмери­
ма по Жордану.

Вопрос. Что можно сказать об измеримости дополнения к построен­
ному множеству F до единичного квадрата Е?

2.3. Монотонность меры Жордана. Непосредственно из определе­
ния вытекает монотонность меры Жордана. Иными словами,

если фигуры FhG измеримы, причём GqF,to S(G) < S(F).
В самом деле, из включения G^F вытекает включение элементарных 

фигур G'n ç F'n при всех натуральных п. Согласно свойству монотонно­
сти площади для элементарных фигур имеем S(G'n) < S(F'n). Устремляя п 
к бесконечности, по теореме о предельном переходе в неравенстве, полу­
чим S(G) < S(F).

Вопрос. Пусть фигура G содержится в фигуре F, мера Жордана кото­
рой равна нулю. Что можно сказать об измеримости G?

2.4. Меры Жордана равных фигур. Важным свойством площади 
является следующее:

если две фигуры равны, то измеримость одной из них влечёт изме­
римость другой, причём их жордановы меры совпадают.

Доказательство этого утверждения достаточно сложно и обычно рас­
сматривается в университетских курсах математического анализа. Мы 
это доказательство опускаем. В итоге, рассмотрев свойства измеримых 
множеств на плоскости, мы получаем, что мера Жордана обладает всеми 
свойствами площади, сформулированными в начале предыдущего па­
раграфа.

Вопрос. Почему любой многоугольник имеет площадь?

2.5. Критерий измеримости. Приведём критерий измеримости, 
который может быть использован не только для доказательства измери­
мости тех или иных фигур, но и для вычисления приближённых значе­
ний мер этих фигур.

Фигура F измерима по Жордану в том и только в том случае, ког­
да для всякого е > 0 существуют такие измеримые фигуры F' и F", 
что F'^F^F" и S(F") - S(F') < е.
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Из критерия измеримости следует утверждение:
если для последовательностей Gn и Нп измеримых фигур выполнены 

условия
Gn^F^ Нп, lim [S(Hn) - S(Gn)] = О, 

то фигура F измерима. Более того,
S(F) = limS(G ) = 1ітВ(Н ).

Вопрос. Как доказать, что всякий отрезок имеет нулевую меру Жор­
дана?

2.6. ** Доказательство критерия измеримости. Докажем крите­
рий измеримости, приведённый в пункте 2.5.

I. Пусть фигура F измерима. Тогда пределы последовательностей 
S(F'n) и S(F") равны. Это значит, что разность S(F") — S(F'n) стремится 
к нулю. Возьмём произвольное £ > 0 и подберём такой номер N, чтобы 
S(F") — В(В^) < £• Теперь в качестве искомых фигур F' и F" можно взять 
соответственно F'n и F".

II. Возьмём произвольное £ > 0 и подберём такую пару измеримых фи-

гур F^ и F^, что F^QFQ F", и S(F^) - S(^3) <
Поскольку фигура F^ измерима, то она содержит некоторую элемен­

тарную фигуру Gm ранга т, площадь S(G ^ которой отличается от меры 
£Жордана S(F^ менее чем на

•8(0-|<Ж.)2«0-
Аналогично можно подобрать некоторую элементарную фигуру 

Нк ранга к, содержащую F^ и такую, что
S(F")<S(Ht)<S(F") + f.

Если взять теперь п > тах (т, к), то
G <^F' QF' QFQF" Q F''^ H,, m m п n к к*

откуда
Ж') - Ж> S S(HJ - S(Gm) < [s(F" ) + f ] - [s(F'3) - | =

= £(Г")-ОД3) + 2|<|+ 2-f = e.

Следовательно, по определению предела
lim [S(F') - S(F )] = 0, и S'(F) = S'\F).

Поэтому фигура F измерима.
Вопрос. Как доказать измеримость треугольника АВС с вершинами 

А(0; 0), В(0; 1), С(2; 0)?
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2.7. Аддитивность меры Жордана. С измеримыми фигурами мож­
но выполнять обычные теоретико-множественные операции: объедине­
ние, пересечение, разность. При этом снова будут получаться измери­
мые фигуры.

Мера Жордана обладает свойством аддитивности.
Если измеримые по Жордану фигуры F и G не имеют общих внутрен­

них точек, то S(F u G) = S(F) + S (G).
Вопрос. Почему площадь выпуклого четырёхугольника ABCD равна 

сумме площадей треугольников АВС и ADC?

2.8. ** Доказательство аддитивности меры Жордана. Дока­
жем измеримость объединения измеримых фигур, а также аддитивное 
свойство меры Жордана.

Пусть фигуры F и G измеримы. Зафиксируем произвольное е ^ 0 и за­
метим, что по определению измеримости для всех достаточно больших п 
выполнены неравенства

SW - S(F'n)< f, S(G") - S(G') <

Положим, H'n = F'n^G'n, H'; = F" и G", тогда

H' QF' G' Q H", n n n n 7 

причём
H" -H' Q (F" -F') U (G" -G'), n n y n n' x n n7

Отсюда и из свойств площади элементарных фигур вытекает, что 
S(H") - S(H'n) = S(H" -H'J< SW ^W + SW - G') =

= [8(F) - S(F)] + [S(Gp - S(G')] < f f = e.

В силу критерия измеримости фигура F ^ G измерима, причём
О < S(F о G) - S(H'n) < е

для всех достаточно больших п. Это означает, что
S(F ^ G) = limSCFT) = limS(F о G'). 

n—>°° n—>°°

Если дополнительно известно, что фигуры F и G не имеют общих 
внутренних точек, то это же самое будет верно и для любых элементар­
ных фигур F'n и G'n, содержащихся в F и G соответственно. Отсюда заклю­
чаем, что

S(F u G) = lim S(F'n u G'n) = lim S(F'n) + lim S(G;) = S(F) + S(G). 
n—>°° n—>°° n—>°°

Тем самым аддитивность меры Жордана установлена.
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Вопрос. Как доказать, что пересечение измеримых фигур является 
измеримой фигурой?

2.9. Следствия аддитивности меры Жордана. Сформулируем не­
сколько основных свойств меры Жордана плоских фигур.

I. Мера Жордана элементарной фигуры совпадает с площадью этой 
фигуры.

Это утверждение следует из того, что мера Жордана квадрата сети лю­
бого ранга равна площади этого квадрата.

II. Пусть фигуры F и G измеримы, причём G ^F. Тогда S(F - G) = 
= S(F)-S(G).

Разложим F в объединение непересекающихся фигур: F = G ^ (F \ G) 
и применим свойство аддитивности. Поэтому S(F) = S(G) + S(F \ G), то 
есть S(F \ G) = S(F) - S(G).

III. ПустьFh G — произвольные измеримые фигуры. Тогда S(F^ G) = 
= S(F) + S(G)-S(FnG).

Действительно, F<-JG = F<J[G\(F n G)]. Заметим, что F и G \ (F ^ G) 
не пересекаются, кроме того, F ^GqG, поэтому

S(F ^G) = S(F) + S(G \(Fv G)) = S(F) + S(G) - S(F n G).

IV. Мера Жордана обладает свойствами 1-4 из пункта 1.1.
Именно поэтому меру Жордана измеримой плоской фигуры называют 

площадью этой фигуры.
Вопрос. Как показать, что мера Жордана единичного квадрата равна 1?

2.10. Измеримость круга. Покажем, что произвольный круг F яв­
ляется измеримой фигурой.

В силу критерия измеримости достаточно построить две такие после­
довательности многоугольников {Gn} и {Нп}, для которых выполнены ус­
ловия:

GnQFQ Нп, lim[S(H ) - S(GJ] = lim[S(H \ GJ] = 0. n—>°° n—>°°
В качестве Hx возьмём произвольный многоугольник, описанный 

около данного круга. Пусть для определённости это пятиугольник 
(рис. 3). Соединим хордами все соседние точки касания сторон мно­
гоугольника Нх. Получится вписанный многоугольник, который на­
зовём G1.

Для построения Н2 и G2 разделим пополам каждую дугу, соединяю­
щую соседние вершины многоугольника Gp а затем соединим хордами 
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середины дуг с их концами. Получится вписанный многоугольник G2 с 
числом сторон в два раза большим, чем у Gr Если теперь через середи­
ны дуг провести касательные до пересечения с ближайшими сторонами 
многоугольника Нѵ то получим описанный многоугольник Н2, число 
сторон которого также в два раза больше, чем у Нѵ

Приведённую процедуру удвоения сторон можно продолжить. В ре­
зультате получится последовательность {Gn} вписанных многоугольни­
ков, обладающая свойством GnQ Gn+1, а также последовательность {Нп} 
описанных многоугольников, обладающая свойством Нп^ Нп + 1 при всех 
натуральных п.

Покажем, что lim[S(Hn \ Gn)] = 0. Разность Hn\Gn состоит из тре- 
71—>°°

угольников, у каждого из которых одна сторона совпадает со сторо­
ной Gn, а две другие — с отрезками касательных, проведённых из соот­
ветствующей вершины Нп. На рис. 4 изображён один из таких 
треугольников АВС. При переходе от п к п + 1 середину D дуги АВ нуж­
но соединить с её концами, а затем провести через точку D касательную 
до пересечения с АС и ВС в точках М и N соответственно.

Теперь вместо треугольника АВС разность Hn + 1\Gn+1 будет содержать 
пару треугольников AMD и BND, сумма площадей которых меньше по­
ловины площади трапеции AMNB и тем более меньше половины площа- 
ди АВС. Поэтому S(Hn + 1\Gn + 1) < | S(Hn\Gn),

W~U ~ S(GJ = S(H„\G„) < ^(H,\Gy

Таким образом, 1іт[В(Нл \ Сл)] = 0, и круг F имеет площадь.
Вопрос. Чему равна площадь окружности?
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■ Контрольные вопросы и задания

1. Какие фигуры называются измеримыми по Жордану?
2. ** Приведите пример неизмеримого по Жордану множества.
3. Какое свойство называется монотонностью площади?
4. В чём состоит необходимое и достаточное условие измеримости?
5. * Как доказать критерий измеримости?
6. Что вам известно об объединениях, пересечениях и разностях из­

меримых фигур?
7. Как формулируется аддитивное свойство площади?
8. * Докажите аддитивность жордановой меры.
9. Почему круг имеет площадь?

■ Задачи и упражнения

1 . Найдите площадь треугольника АВС, если известно, что АВ = 1, 
ВС = 2, а угол АВС в два раза больше угла ВАС.

2 .* Площадь остроугольного треугольника АВС равна 12, его медианы 
AN и СМ имеют длину 6 и Зл/2 соответственно. Найдите стороны тре­
угольника АВС.

3 . В равнобедренной трапеции диагонали перпендикулярны, а длина 
средней линии равна I. Найдите площадь трапеции.

4 . Площадь трапеции с основаниями длины тип равна S. Найдите 
площадь четырёхугольника с вершинами в серединах диагоналей и ос­
нований этой трапеции.

5 . Боковая сторона AD трапеции ABCD перпендикулярна основани­
ям АВ и CD, АВ = 3, CD = 1. Окружность, построенная на стороне ВС как 
на диаметре, касается стороны AD. Найдите площадь трапеции.

6 .* Найдите, при каком значении высоты равнобедренная трапеция 
с острым углом 45° и периметром 8 имеет наибольшую площадь.

7 .* Через середину стороны ромба перпендикулярно этой стороне про­
водится прямая, которая делит ромб на части, площади которых равны 
12 и 27. Найдите сторону ромба.

8 .* Внутри равностороннего треугольника АВС со стороной а выбрана 
точка М так, что площади треугольников ABM, АСМ и ВСМ пропорци­
ональны числам 1, 2 и 3 соответственно. Найдите длину отрезка АМ.

9 .** В трапеции ABCD с основаниями АВ и CD биссектриса угла В 
перпендикулярна боковой стороне AD и пересекает её в точке Е. В ка­
ком отношении прямая BE делит площадь трапеции, если известно, что 
АЕ = 2DE?
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10 .** На плоскости заданы две окружности радиусов 3 и 1, расстояние 
между центрами которых равно 2^2. Прямая I — общая касательная этих 
окружностей. Найдите площадь треугольника, вершинами которого яв­
ляются точки касания и ближайшая к I точка пересечения окружностей.

11 .** В треугольнике АВС проведена медиана BD. Известно, что угол 
АВС равен 135°, окружность, описанная около треугольника BCD, касает­
ся прямой АВ, и её радиус равен R. Найдите площадь треугольника АВС.

12 .** Дан правильный треугольник АВС со стороной 2. Через середи­
ну М стороны АВ проведена прямая, пересекающая сторону АС в точ­
ке ^ и продолжение стороны ВС в точке D. Найдите длину отрезка MN, 
если известно, что площади треугольников AMN и NCD равны.

13 .** Равносторонние треугольники АВС и AMN расположены так, 
что стороны АВ и АМ образуют угол в 30°. Известно, что площадь пере- 
сечения треугольников АВС и AMN равна у^З, а площадь их объедине- 

215/^ „ -ния равна —5—уЗ. Найдите площадь каждого из треугольников, о
14 .** Основания ВС и AD трапеции ABCD таковы, что AD = ЗВС. На 

сторонах АВ и CD выбраны точки М и N так, что ВМ = 2АМ и прямая 
MN делит площадь трапеции пополам. Найдите отношение CN : ND.

15 .** В прямоугольном треугольнике АВС катеты АС = 2, ВС = 3. 
На прямую, проходящую через точку С, опущены перпендикуляры 
АН и ВК. Известно, что точка Н лежит между точками С и К, причём 
СК = ЗСН. Найдите площадь трапеции АНВК.

16 .** Внутри квадрата ABCD взята точка Е так, что угол ВЕС прямой. 
Найдите площадь треугольника ВСЕ, если известно, что ВС = V10, 
а расстояние от центра квадрата до точки Е равно 1.

17 .** В равнобедренной трапеции ABCD угол при вершине А равен 
60°, а длина диагонали АС равна 2^3. Найдите площадь трапеции, если 
известно, что прямая, параллельная АС и делящая площадь трапеции 
пополам, пересекает трапецию по отрезку, длина которого равна 3.

18 .** В параллелограмме ABCD точка М — середина стороны CD. Из­
вестно, что биссектриса угла С параллелограмма делит треугольник AMD 
на две части равной площади. Найдите длину стороны AD, если CD = 4.

Тесты ■
Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Чему равна площадь треугольника с периметром 10 и радиусом 

вписанной окружности 2?
1)5 2)10 3) 15 4)20
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1.2. Чему равна площадь окружности радиуса R?
1)лВ2 2)jlR 3)2лВ 4)0

1.3. Чему равна площадь треугольника АВС с вершинами А(-3;-4), 
В(1;-4),С(-1;-5)?

1) 1 2)2 3)3 4)4

1.4. Чему равна площадь трапеции ABCD с вершинами А(5;1), В(7;4), 
С(9;4),В(12;1)?

1) 12,5 2) 13,5 3) 14,5 4) 15,5

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Какие из указанных плоских фигур имеют меру Жордана, рав­

ную 0?
1) квадрат 2) граница квадрата 3) круг 4) окружность
2.2. Какие из указанных плоских фигур измеримы по Жордану?
1) треугольник со всеми внутренними точками
2) квадрат со всеми внутренними точками
3) четырёхугольник со всеми внутренними точками
4) подмножество Р единичного квадрата, который задаётся как 

Е = {(х;у): 0 < х < 1, 0 < г/ < 1, где х, у — рациональные числа}

2.3. * Какие из указанных пределов равны 1?
1Х1. sinx оч1. 1-COSX оч1. X1) пт------  2) 1ші----------  3) lim ——

х^- X х^О X х^ОвІПЛ 4) lim
х—>0

tgx 
X

2.4. При каких значениях а и Л площадь треугольника с основанием а 
и проведённой к нему высотой Л больше 4400?

1) а = 99, h = 101
3) а = 73, h = 125

2) а = 82, h = 121
4) а = 65, h = 140

■ § 3. ОПРЕДЕЛЁННЫЙ ИНТЕГРАЛ

3.1. Криволинейная трапеция. В координатной плоскости можно оп­
ределить меру Жордана, то есть площадь, для фигур, которые называются 
криволинейными трапециями.

Пусть функция/(х) непрерывна на отрезке [а;Ь] и принимает на этом 
отрезке неотрицательные значения. Проведём прямые х = а, х - Ь и от­
метим их точки пересечения с осью Ох и графиком функции /(х), как
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показано на рис. 1. Замкнутая фигура, огра­
ниченная отрезками АВ, ВС, СВ и дугой АВ 
графика, называется криволинейной трапе­
цией с границей/(х).

Можно показать, что для непрерывной 
функции /(х) криволинейная трапеция всегда 
имеет площадь. Эту площадь называют опре­
делённым интегралом по промежутку [а;Ь] от 
функции /(х) и обозначают следующим обра­
зом:

О а Ь х

Рис. 1

ь

Вопрос. Как доказать, что для функции/(х) = 2х + 3 существует опре­
делённый интеграл по промежутку [4; 5]?

3.2. Метод исчерпывания. Иногда площадь криволинейной трапе­
ции можно вычислять методом исчерпывания, примеры применения ко­
торого рассматривались в 8 классе.

Рассмотрим непрерывную функцию Дх) на отрезке [а;Ь], которая за­
даёт криволинейную трапецию Ф. Пусть п — натуральное число, большее 
единицы. Разобьём отрезок [а;Ь] точками хр х2, х3, ..., хл1 на п отрезков: 
[щхД, [х1;х2], ..., [хп_1;Ь]. Для удобства будем полагать, что а-х0,Ь- хп.

Для каждого целого числа к, где 0 < к< п - 1, 
обозначим через тк наименьшее, а через Мк 
наибольшее значение функции Дх) на отрезке 
[хк;хк+1] и рассмотрим часть Фк криволинейной 
трапеции Ф, которая ограничена вертикальны­
ми прямыми, проходящими через ТОЧКИ Хк и 
хк+1 оси Ох (рис. 2). Плошадь Рк такой части не 
больше площади прямоугольника с основани­
ем х^+1 _ хА и высотой Мк и не меньше площади 
прямоугольника с основанием хк+1 - хк и высо­
той тк, то есть

(х,^, - х.) • т, <РЬ< (х,,, - х,) • М,. (1)ѵ к+1 к' к к у к+1 к' к ѵ 7

Введём следующие обозначения:

8п = <Х1 " Хо) • Ш0 + ^2 “ Х? ' Ш1 + - + (Хп ~ ^-1) • тп-1

И
&п — (Х1 — ^0^ ’ ^0 + ^2 ~ Х1) ’ ^1 + ••• "^ ^Хп — ХП-}) ’ ^п-І’
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Из неравенств (1) следует, что для площади Р криволинейной трапе­
ции Ф выполняются неравенства:

8' <Р<8". п п

В том случае, когда наибольшая из длин отрезков [хк;хк+1] стремится 
к нулю при п, стремящемся к бесконечности, последовательность разно­
стей 8" - 8'п стремится к нулю. Поэтому из критерия измеримости, сфор­
мулированного в пункте 2.5, следует, что криволинейная трапеция Ф из­
мерима по Жордану и

Р = 1іт8' = 1іш8". 
п—>°° п п—^°° п

Здесь мы не будем доказывать это утверждение.
Метод исчерпывания позволяет находить приближённые, а иногда и 

точные значения площади криволинейной трапеции.
і

Вопрос. Чему равен | xdx?
о

3.3. Интегральные суммы. Для непрерывных функций, принимаю­
щих значения разных знаков, по правилам из предыдущего пункта мож­
но составлять суммы 8'п и 8". Для каждого разбиения отрезка [а;Ь] точ­
ками х0 = а, хѵ х2,..., хп_ѵ хп = Ь определяем тк как наименьшее значение 
функции /(х) и Мк как наибольшее значение этой функции на отрезке 
[х^;хН1]. Затем составляем суммы:

^ = (ъ “ *о) ■ т0 + <Х2 -*!> • ^і + ... + (*„ - *,-1) • тп^ѵ

®п = (^1 — ^0^ " ^0 + ^2 _ ^1^ " ^1 ^■■■^ ("Ь — ^п-1) ' ^Аі-Г

В случае, когда наибольшая из длин от­
резков стремится к нулю при п, стремящем­
ся к бесконечности, последовательность раз­
ностей 8'' - 8'п стремится к нулю, а каждая 
из последовательностей 8'п и в" сходится к 
одному и тому же числу Р.

Возможен и более общий подход. А имен­
но для указанного разбиения отрезка [а;Ь] в 
каждой части [^;^+1] можно выбрать про­
извольную точку ^(рис. 3), вычислить зна­
чение /(ск) и составить следующую сумму:

Х„ — (^ — Хо) '/(со) + (х2 — Х1) ‘/(сД + ... + (хп — Хп1) • /(с^).
Тогда 8'п<^п< 8'^ а поэтому последовательность сумм £п также схо­

дится к числу Р.
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Суммы вида Іп называют интегральными суммами для функции /(х) 
на отрезке [а;Ь]. Число Р, к которому приближаются суммы Х„, равня­
ется общему пределу последовательностей 8'п и 8", то есть определённо­
му интегралу от функцииДх) в пределах от а до Ь: 

ь 

^/(х)дх. 
а

В случае, когда функция /(х) принимает отрицательные значения 
на отрезке [а;Ь], соответствующее число Р отрицательно и модуль этого 
числа равен площади криволинейной трапеции, которая на отрезке [а;Ь] 
определяется функцией -/(х).

Вопрос. К чему приближаются интегральные суммы для функции 
/(х) = -х на отрезке [0;2] при разбиении этого отрезка на всё более мел­
кие равные части?

3.4. Формула площади криволинейной трапеции. Площадь кри­
волинейной трапеции можно вычислять, используя следующее правило.

Площадь криволинейной трапеции, ограниченной прямыми у = О, 
х = а, х = b и графиком непрерывной и неотрицательной функции f{x), 
равна разности

F(b)-F(a), 
где F(x) — первообразная для функции /(х) 
на отрезке [а; Ь].

Пример 1. Рассмотрим криволинейную тра­
пецию, ограниченную прямыми у = 0, х = О, 
х = 7і и графиком функции /(х) = sinx (рис. 4). 
Так как функция F(x) = -cosx является перво­
образной для sinx, то площадь криволинейной трапеции равна

S = F(n) - F(0) = (-cosл) - (-cosO) =1 + 1 = 2.
Вопрос. Чему равна площадь криволинейной трапеции, ограничен­

ной прямыми z/ = 0, х=1,х = 2и графиком функции /(х) = х - 2 ?
3.5. * Доказательство формулы площади криволинейной тра­

пеции. Пусть функция /(х) непрерывна и неотрицательна на отрезке 
[а;Ь]. Для каждого значения х из отрезка [а;Ь] криволинейная трапеция, 
ограниченная прямыми у = 0, х - а, вертикальной прямой с абсцис­
сой х и графиком функции у = f(x), имеет площадь, которую обозначим 
через S(x).

Зафиксируем значение х0 из [а;Ь]. Для приращения Ах перемен­
ной х рассмотрим в точке х0 соответствующее приращение AS, рав­
ное S(x0 + Ах) - S(x0).
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Пусть х0 е (а;Ь). Приращение Ах возьмём таким, чтобы число х0 + Дх 
тоже принадлежало интервалу (а;Ь).

При Дх > 0 приращение площади AS есть площадь «узкой» криво­
линейной трапеции, ограниченной графиком функции /(х) на отрезке 
[х0; х0+ Дх] (рис. 5). Обозначим через/тах наибольшее значение функции 
/(х) на отрезке [х0; х0+ Ах] и через /тіп — наименьшее значение функции 
У(х) на этом отрезке. Тогда «узкая» криволинейная трапеция входит в пря­
моугольник высотой/тах и шириной Дх и содержит прямоугольник высо­
той/^ и шириной Дх (рис. 6). Аналогично тому, как это было сделано в 
пункте 3.2, получаем, что выполняются неравенстваУтіп • Дх < AS </тах • Ах. 
Отсюда и из условия, что Дх > 0, следуют неравенства

-'min Ду -'max* ' ’

При Дх < 0 приращение AS = S(x0 + Дх) - S(x0) можно также связать 
с площадью «узкой» криволинейной трапеции, ограниченной графиком 
функции/(х) на отрезке [х0+ Ах; х0] (рис. 7). В этом случае

S(x0) - S(x0 + Ах) = -AS.
Аналогично тому, как это было сделано в пункте 3.2, получаем, что 

Аііп ' (_^х) - ~&S </тах * (-Дх). Отсюда и из условия, что -Ах > 0, следуют 
неравенства

f <-^ = —(31
-/min _ДХ Дх -/max* V /

Таким образом, в обоих случаях приходим к неравенствам

f < — <f-/min Дх -/max ' /
По условию функция/(х) непрерывна в точке х0, поэтому limo/min =Дх0), 

Jim /тах =/(х0) и по теореме о пределе промежуточной функции получаем, 

что Jim =/(х0), то есть функция S(x) имеет в точке х0 производное число 
И S'(XO) =/(х0).
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Следовательно, функция S(x) является первообразной для функции 
f(x) на интервале (а;Ь).

Пусть теперь х0 = а. Приращение Ах возьмём таким, чтобы х0 + Ах при­
надлежало интервалу (а;Ь). При этом Ах > 0 и приращение площади AS 
есть площадь «узкой» криволинейной трапеции, ограниченной графиком 
функции/(х) на отрезке [а; а + Ах]. Точно так же, как это было сделано ра- 

AS нее для случая Ах > 0, найдём, что AS = S(a + Ах) - S(a), lim — = f(a) и 
S'(a)=f(a). лх^оАх

Наконец, если х0- b, то возьмём приращение Ах таким, чтобы b + Ах 
принадлежало интервалу (а;Ь). При этом Ах < 0, и точно так же, как это 
было сделано ранее для случая Ах < 0, найдём, что AS = S(b + Ах) - S(b), 

Л ç

Таким образом, функция S(x) является первообразной для функции 
f(x) на отрезке [а;Ь].

Если F(x) — некоторая известная первообразная для функции/(х), то 
S(x) = F(x) + С, где С — постоянная.

Значение С можно найти из условия limS(x) = 0. Тогда limS(x) =
= lim (F(x) + С) = F(a) + С - 0, откуда С = -F(a) и S(x) = F(x) - F(a).

х-^а

Вопрос. Как доказать, что значение площади криволинейной трапе­
ции не зависит от выбора первообразной для функцииДх)?

3.6. Формула Ньютона - Лейбница. Пусть функция/(х) определе­
на и непрерывна на отрезке, содержащем числа а и Ь, и F(x) — первооб­
разная для этой функции. Число F(b) - F(a) совпадает с определённым 
интегралом

b

jf(x)dx
а

функции f(x) в пределах от а до Ь.
Таким образом,

b

[f(x)dx = F(b)-F(a), 
а

где F(x) — первообразная для/(х).
Полученная формула имеет очень важное значение в математике и 

известна как формула Ньютона — Лейбница.
При решении задач разность F(b) - F(a) удобно записывать в виде 

F(x)\ba. Введённые обозначения позволяют записывать следующие ра­
венства:
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ъ

jf(x)dx = F(x)lb = F(b)-F(a). 
а

Пример 2. Поскольку функция F(x) = arctgx есть первообразная 

функции f(x) = “—2, то

J 7-^2 = arctgx |f = arctg V3 - arctg 1 = |-7 = A-

5

Вопрос. Чему равно значение j (х - 3)2dx?

3.7. Вычисление площадей. Использование 
аддитивности площади позволяет решать разнооб­
разные задачи вычисления площадей.

Пример 3. Найдём площадь фигуры, ограни­
ченной графиком функции у = (х + I)2 на отрезке 
[-1;0], графиком функции у = cos х на отрезке [0;^] 
и осью Ох (рис. 8).

Ось Оу разбивает данную фигуру на две криво­
линейные трапеции. Первая криволинейная трапеция ограничена графи­
ком функции і/ = (х + I)2 на отрезке [-1;0]. Её площадь

S1 = j(x+l)2dx = ^y^|°1 = |-O = |.
-1

Вторая криволинейная трапеция ограничена графиком функции 
у = cosх на отрезке [0;|]. Её площадь

^2= J cos xdx = sin х Іо = s^n 2“ ~ s^n 0 ~ 1 • 
о

Площадь £0 заданной фигуры можно вычислить как сумму найден­
ных площадей:

Ответ:
О

Вопрос. Как вычислить площадь фигуры, ограниченной параболой 
г/ = х2 и прямой у = 2?

3.8. Формула площади фигуры, ограниченной графиками двух 
функций. Пусть функции/(х), ^х) на отрезке [а\Ь] непрерывны и /(х) > g(x)
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при всех хе [а;Ь]. Тогда площадь фигуры, ограниченной прямыми х = а, 
х = Ьи графиками функцийДх) и g(x), можно вычислить по формуле

ь
S = j(f(x)-g(x))dx.

Вопрос. Чему равна площадь фигуры, ограниченной графиками 
функцийДх) = х2 и g(x) = 1 + X - х2?

3.9. Свойства определённого интеграла. При вычислении опре­
делённых интегралов можно использовать следующие основные правила.

ь ь
Пусть существуют |/(х)гіх и jg(x)dx. Тогда 

а а
b Ь b

I- J (f(x) + g(x))dx = \f(x}dx + J g(x)dx. 
a a a

b b

IL j (kf(x))dx = kjf(x)dx, где к — 
a a

постоянная.

c b b

III. jf(x)dx + ^f(x)dx = jf(x)dx.
аса

Докажем правило III.
Пусть F(x) — первообразная дляДх). Тогда 

с b

\f(x)dx = F(c) - F(a), jf(x)dx = F(b) - F(c), 
a c

откуда 
c b b

jf(x)dx + jf(x)dx = (F(e) - F(a)) + (F(b) - F(e)) = F(b) - F(a) = ff(x)dx. 
a c a

Вопрос. Как доказать правила I и II?
3.10. ** Нахождение первообразных с помощью 

площадей. Иногда с помощью площадей удаётся най­
ти и первообразную для некоторой функции.

Пример 4. Функция Дх) = ех имеет первообразную 
Дх) = ех. Поэтому при а > 0 площадь криволинейной 
трапеции, ограниченной прямыми у = 0,х = 0,х = аи 
графиком функцииДх) = ех равна

S1 = ]exdx = ex^ = ea-l. 
о

Дополним эту криволинейную трапецию до пря­
моугольника, как изображено на рис. 9. Тогда пло-
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X

Рис. 10

щадь закрашенной части равна 82 = а-еа- 
-(еа-1) = а-еа-еа + 1.

Симметрично отразим полученный чер­
тёж относительно биссектрисы первого ко­
ординатного угла и придём к рис. 10. На 
этом рисунке закрашенная часть являет­
ся криволинейной трапецией, ограничен­
ной прямыми х = 0, у = 1, у = еа и графиком

функции g(y) = 1п у. Если обозначим через О(у) первообразную для функ­
ции g(y) = 1п у, то 

еа
82 = а-еа-е‘ + 1 = ^(у)<1у = С(е») - 0(1).

1

Отсюда
О(еа) = а-еа-еа +1+0(1).

Полагая еа = г, получим п = 1п 2 и

С(2) = (1П2)-2-2 + 1 + С(1).

Так как 1 + С(1) — некоторая постоянная, то
11п 2dz = 2(1п г - 1) + С.

і _________

Вопрос. Чему равен рі - x2dx? 
о

■ Контрольные вопросы и задания

1. Какую фигуру называют криволинейной трапецией?
2. Как определяется и как обозначается определённый интеграл от не­

отрицательной функции по заданному отрезку?
3. Что называют интегральными суммами для функции /(х) на отрез­

ке [а;Ь]?
4. Как определяется и как обозначается определённый интеграл от 

функции/(х) в пределах от а до Ь?
5. Сформулируйте правило вычисления площади криволинейной 

трапеции с помощью первообразных.
6. ** Докажите формулу для площади криволинейной трапеции.
7. Запишите формулу Ньютона - Лейбница.
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8. По какой формуле находится площадь фигуры, ограниченной гра­
фиками двух непрерывных функций и двумя вертикальными прямыми?

9. Сформулируйте основные свойства определённых интегралов.

Задачи и упражнения ■

1. С помощью интегральных сумм найдите площадь трапеции, ограни­
ченной прямыми:

а)г/ = О, х=1,х = 3,г/ = 2х-1; б){/ = 0, х = -1,х=1,г/ = 3-х.
2. Найдите:
a)J(x-l)2dx; б) sin3xdx; в) ^x^lxdx;

. [ dx ч
r)Jx-l; д)

‘х + 1 , 
х + 2dx' е) jVx - 2dx;

ё) Jsin2x • cos xdx; ж) ** j sin2xdx; з)* ^x'^x- Idx;

Г dx")* ГГ^ й>*
J 4-х2 J 1 + 2х2

3. Найдите значение определённого интеграла:
2 4 2 1

a)jx2dx; 6)jx3dx; в) J(x -l)3dx; г) ^x2dx;
1 2 0 -i

2 4 1 4 ,
, {dx . с dx ё) jy/xdx;

0

. cdx 
ж) 1-7=.

1 \X

4. Вычислите площадь криволинейной трапеции с границей/(х) в пре
делах от а до Ь, если:

а)/(х) = х2, а = 1, Ь = 3;
в)/(*) = (х - I)2, а = -1, Ь = 2;

д)/(х) = Ѵх, а = 1, Ь = 4;

ё) f(x) = cosx, а = О,Ь = ~;

з)f(x) = sin^, а = О,Ь = 2л;

й)/(х) = р а = 1, Ь = 10;

л)Дх) = -^,а = 3,Ь = 7;

б)/(х) = х2 - х + 1, а = -1, b = 1;
г)f(x) = х3, а = 0, Ь = 4;

e)f(x) = -p, а = 2,Ь = 5;

ж)f(x) = sinx + cosx, а = -~, b = ^; 

и)/(х) = -|- • (1 - cos2x), а = -л, b = л;

к)/(х) = ^^,а = 2,6 = 3;

“№)=^|.“ = 2,і = 3.
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5. ** Вычислите:
1

a) jarcsinxdx;
о

1

б) Jarctgxdx.
о

6. Найдите площадь фигуры, ограниченной графиками функций:
a) f(x) = х, g(x) = 2х - х2;
в) f(x) = 1 - Зх, g(x) - 4 - х - х2;
д)/(х) = х2 + х + 1, g(x) = 2х2 + х ;
ё) /(х) = х2 + Зх - 4, g(x) = 2х2 - 2х + 2;
ж) f(x) = 1 + 2х - Зх2, g(x) = х2 + 2х.

б) /(х) = 1 - х2, g(x) = х - 1; 
г)/(х) = 2(х - х2), g(x) = 1 - х. 
е)/(х) = 2х2, g(x) = -х2 + х + 2;

7.** Найдите площадь фигуры, ограниченной линиями: 
а)у = эіплх, у = 4(х2 - х) на отрезке [0; 1];
б)у = ^, у = 4, у = 6, х = 0;

В^ = 1 + 3(x-Hj’^~ 6х’

г) Зі/ = -х2 + 8х - 7, і/ + 1 = ^73.

8 .* Вычислите площадь фигуры, состоящей из точек, координаты

(х; у) которых являются решениями системы неравенств
У^х2, 
у<^.

9 .** Найдите, в каком отношении парабола 2у = х2 делит площадь 
круга х2 + у2 <8.

10 .** Найдите площадь фигуры, которая в координатной плоскости 
задана двумя неравенствами: 5х + 1 > у2, у - 1 > х2- 2х.

11 .** Вычислите с помощью интегральных сумм:
... 14 + 24 + ... + тг4а) lim----------- ---------- ;

п->°° п
.... Г + 25 + ...+ п5
6 %--------- ’

в)1іщ1±^І^±^; 
п^°° п\п

... 1 / . л . . 2л . . Зл , . . пл\г) lim — sin о—Ь sin~—Н sin-s—Ь ... + sin-^— .п^ п\ 2п 2п 2п 2п)
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Тесты ■
Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Чему равна площадь криволинейной трапеции, ограниченной 

прямыми х = -2, х = 0 и графиком функции/(х) = х2?

’4 24 3)3 4)т
Зл

1.2. Чему равно значение | сое | • dx?
о

1)-2 2)0 3)2 4)4

1.3. Чему равна площадь фигуры, ограниченной графиками функций 
/(х) = 2х2 - 1 и ^(х) = 2 - х2?

1)2 2)4 3)6 4)8

1.4. Значение какого из интегралов равно 4?
Л S

4 2 е2 3 1
1) [x2dx 2) ksin^dx 3) \—dx 4) f---- ^—dx

„ „ 8 J cos x

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Какие из следующих фигур являются криволинейными трапе­

циями?
1) ограниченная прямыми х = 2,х = 5,і/ = 0и кривой у = х2 + 7
2) ограниченная прямыми х = 2,х = 5,у = 0и кривой у = х2 - 7
3) ограниченная прямыми х = 7, х = 10, у = 0 и кривой г/ = х2 4- 1
4) ограниченная прямыми 2х = 7, Зх = 10, у = 0 и кривой г/ = 27х2 + 100

2.2. Рассмотрим разбиение отрезка [0; 3] точками х4 = 0, х2 = 1, х3 = 2, 
х4 = 3. Какие из приведённых выражений являются записью некоторой 
интегральной суммы для функцииДх) = х2 на отрезке [0; 3]?

1) (х2 - х4) • 0 + (х3 - х2) • 1 4- (х4 - х3) • 4
2) (х2 - х^ • 1 4- (х3 - х2) • 4 + (х4 - х3) • 9
3) (х2 - х4) • 1 + (х3 - х2) • 2 4- (х4 - х3) • 3
4) (х2 - х4) • 0 4- (х3 - х2) • 3 4- (х4 - х3) • 6

2.3. Какие из указанных функций являются первообразными для 
функции/(х) = р рассматриваемой на промежутке (-~;0)?

1)ад = -1пх + 1 2)^(х) = | • Іпх2 + 1

3) Лх) = 1п (-х) + 1 4) Р(х) = 1п (1 - х)
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2.4. Площади каких фигур больше 2?
1) ограниченной в пределах от 0 до тс линиями у = 0,5sin х, у = -0,5sin х
2) ограниченной в пределах от 0 до д линиями у = sin х, у = -sin х
3) ограниченной в пределах от 0 до д линиями у = l,5sinx, ^ = -l,5sinx
4) ограниченной в пределах от 0 до д линиями у = 2sin х, у = -2sin х

■ § 4. ОБЪЁМЫ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ 
ФИГУР В ПРОСТРАНСТВЕ

4.1. Свойства объёма. Теория меры Жордана на плоскости, изло­
женная в предыдущих параграфах, почти дословно может быть перене­
сена на случай пространства, при этом получится теория меры Жордана 
и объёма пространственных фигур или тел.

Для некоторых фигур пространства определяют численную характе­
ристику, которую называют объёмом.

Объём выражается неотрицательным числом и имеет следующие 
свойства:

1) монотонность — если одна фигура содержится внутри другой, то 
объём внутренней фигуры не больше объёма внешней;

2) равные фигуры имеют равные объёмы;
3) аддитивность — если какая-нибудь фигура состоит из двух частей, 

не имеющих общих внутренних точек, то объём всей фигуры равен 
сумме объёмов составляющих её частей;

4) единицей объёма считается объём куба, длина ребра которого 
равна выбранной единице длины.

Вопрос. Для каких геометрических тел вам известны формулы вы­
числения объёмов?

4.2. Объём элементарных фигур. Как и на плоскости, исходным 
моментом теории меры в пространстве является понятие элементарной 
фигуры.

Введём в пространстве прямоугольную систему координат с осями Ох, 
Оу и Ог. Зафиксируем неотрицательное целое число п. Для каждого це­
лого числа т через точку А^^; 0; о) проведём плоскость, параллельную 

плоскости Оу2. Точно так же для каждого целого числа т через точку 
^’ ^’ ^) пРовеДём плоскость, параллельную плоскости Охг. Анало-
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гично для каждого целого числа т через точку ЦО; 0; ~) проведём плос­
кость, параллельную плоскости Оху.

В результате получится бесконечная система равных кубов с рёбра- 

ми длины и объемами, равными Эту систему называют простран- 2 о
ственной сетью ранга п.

Кубы считаются замкнутыми, то есть каждому из них принадлежат 
не только внутренние точки, но и все точки их граней и рёбер. Как и 
в плоском случае, определяют элементарные фигуры как объедине­
ния кубов пространственной сети некоторого ранга, причём всякую 
элементарную фигуру ранга п можно считать фигурой любого больше­
го ранга п + к, если разделить каждый из кубов ті-го ранга на 8^ кубов 
ранга п + к.

Понятно, что, как и в плоском случае, численное значение объёма 
элементарной фигуры не зависит от того, какая пространственная сеть 
ранга п выбирается для данной элементарной фигуры. Поэтому при вы­
числении объёмов элементарной фигуры Р ранга п1 и элементарной фи­
гуры О ранга п2 их общим рангом можно считать наибольший из рангов
П1 И П2.

В дальнейшем объём элементарной фигуры Р будем обозначать через Ѵ(Р).
Пустое множество считается элементарной фигурой (любого ранга), 

объём которой равен нулю.
Вопрос. Как проверить аддитивность и монотонность меры Жордана 

для элементарных фигур?

4.3. Измеримость по Жордану в пространстве. Пусть Р — произ­
вольная геометрическая фигура в пространстве. Для всякого натураль­
ного числа п составим две элементарные фигуры Р'п и Р" рангов п по пра­
вилам: Р'п образована всеми кубами п-го ранга, целиком содержащимися 
в Р, а Р" — всеми кубами ранга п, имеющими с Р хотя бы по одной об­
щей точке. Понятно, что

Р' с: р а Р". 
п п

С увеличением номера п фигура Р'п может только расшириться, а 
Р" — только сузиться, поэтому:

Р' ^Р'. ^Р^ Р" £ Р". п п+1 п+1 п

Отсюда и из монотонности меры элементарных фигур вытекает, что
Ж) < ... < Ѵ(Р'П) < У(К+1) < Ѵ(Р-+1) < Ѵ(Р'^ < ... < Ѵ(Р^.
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По теореме о пределе монотонной ограниченной последовательности 
существуют пределы V'(Г) = Ііт Ѵ(Р'Г), Ѵ"(Р) = Ііт Ѵ(Р"), и при этом

Ѵ\Р) = Ііт Ѵ(Р'п) < Ііт Ѵ(Р'п') = Ѵ"(Р).
п—>°° П—>°°

Фигура Р пространства называется измеримой по Жордану, если 
Ѵ'(Р) = Ѵ"(Р).

Для измеримой фигуры Р общее значение Ѵ'(Р) и Ѵ"(Р) называется 
пространственной мерой Жордана фигуры Р.

Если для фигуры Р значения Ѵ'(Р) и Ѵ"(Р) не совпадают, то такая фи­
гура считается неизмеримой.

Меру Жордана измеримой пространственной фигуры Р обычно обоз­
начают через Ѵ(Р).

Вопрос. Чему равна пространственная мера Жордана квадрата с вер- 
шинами А(0;0;0), В(0;1;0), С(1;0;0), П(1;1;0)?

4.4. Равенство мер Жордана равных фигур. Одним из свойств про­
странственной меры Жордана является следующее:

если две пространственные фигуры равны, то измеримость одной из 
них влечёт измеримость другой, причём их меры Жордана совпадают.

Доказательство этого утверждения обычно рассматривается в универ­
ситетских курсах математического анализа. Мы не будем приводить это 
доказательство.

Вопрос. Почему любой прямоугольный параллелепипед является из­
меримым по Жордану?

4.5. Критерии измеримости. Для доказательства существования 
пространственной меры Жордана у тех или иных геометрических фигур 
и для вычисления приближённых значений меры Жордана можно поль­
зоваться критериями измеримости, аналогичными критериям измери­
мости для плоских фигур.

Фигура Г измерима по Жордану в том и только в том случае, когда 
для всякого положительного числа е существуют такие измеримые по 
Жордану фигуры Р' и Р'', что Р'е^Р ^Р" иѴ(Г") — Ѵ(Р'е) < £.

Из критерия измеримости следует утверждение:
если для последовательностей Сп и Нп измеримых фигур выполнены 

условия
Сп^р^нп,

1іт[Ѵ(Сп)-Ѵ(Н)] = 0,

то фигура Р измерима и
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Ѵ(Е) = Ііт Ѵ(Сп) = Нт Ѵ(Нп). 
И—>оо П—>оо

Доказательства критерия измеримости по Жордану в пространстве 
очень похоже на доказательство критерия измеримости на плоскости. 
Мы его приводить не будем.

Вопрос. Как вывести формулу для вычисления объёма прямой тре­
угольной призмы?

4.6. Свойства меры Жордана в пространстве. Применение обыч­
ных теоретико-множественных операций к измеримым по Жордану 
фигурам не выводит за пределы класса фигур, измеримых по Жордану. 
Мы здесь доказывать этого не будем, перечислим только свойства меры 
Жордана в пространстве.

I. Объединение, пересечение и разность измеримых фигур являются 
измеримыми фигурами.

II. Равные фигуры имеют равные меры Жордана.
III. Мера Жордана неотрицательна.
IV. Если фигуры Г и С измеримы и Г с С, то Ѵ(Р) < V(О).
V. Если измеримые фигуры Г и С не имеют общих внутренних точек, 

то Ѵ(Р и С) = Ѵ(Г) + Ѵ(С).
VI. Мера Жордана элементарной фигуры в пространстве совпадает 

с объёмом этой фигуры.
Свойство IV называется монотонностью, а свойство V — аддитивно­

стью меры Жордана.
Заметим, что мера Жордана куба с единичным ребром равна 1. От­

сюда, из свойств І-ѴІ этого пункта следует, что мера Жордана для про­
странственных фигур обладает свойствами объёма 1-4 из пункта 4.1. 
Именно поэтому меру Жордана измеримой фигуры в пространстве назы­
вают также объёмом этой фигуры.

Вопрос. Как показать, что мера Жордана единичного куба равна 1?

4.7. Объём обобщённого прямого цилиндра. Пусть плоская фи­
гура Р расположена в плоскости а. Обобщённым прямым цилиндром Q 
с основанием Р и образующей длины Л будем называть пространствен­
ную фигуру, состоящую из всех отрезков длины Л, перпендикулярных 
плоскости ос, один конец каждого из которых принадлежит Р, а дру­
гой — принадлежит плоскости р, параллельной плоскости ос.

Пусть основание обобщённого прямого цилиндра — измеримая фи­
гура. Для каждого натурального числа п существуют плоские элемен-

295 ■



■ Глава 9. Площадь и объём. Определённый интеграл

тарные фигуры Р'п и Р" ранга п, для которых выполнены включения 
Р'п ^ Р ^ Р". Так как фигура Р измерима, то Р'п и Р'' можно выбрать 
так, чтобы

8(Л = Ііш 8(Г) = Ііш 8(Р").
П.—)^ П—>°°

Пусть теперь Q' — прямой цилиндр высоты Л, основанием которого 
является элементарная фигура Р'п. Нетрудно понять, что этот цилиндр 
составлен из одинаковых прямоугольных параллелепипедов высоты к, 
основаниями которых являются квадраты ранга п, составляющие эле­
ментарную фигуру Р'п. Объём каждого такого параллелепипеда равен 
площади соответствующего квадрата, умноженной на высоту к. Склады­
вая объёмы всех параллелепипедов, составляющих цилиндр Q'n, получа­
ем КОД = 5(Г) • Л.

Аналогично, рассмотрев прямой цилиндр Q'' с основанием Р" и высо­
той к, получим У(Q") = 8(Р") • к.

Итак, имеются две последовательности Q'n и О" измеримых тел, обла­
дающие свойствами

Ііш [Ив? - Ж)] = Л ■ Иш [вЩ) - вЩ)] = о.
П—>°° П—>оо

Следовательно, цилиндр Q также является измеримой фигурой, причём

Ж) - Ііт V(Q'n) = А • Ііш 8{Р^ = к • Ѵ(Р). 
п—>°° п-+°°

Получилось следующее правило.
Объём обобщённого прямого цилиндра, в основании которого ле­

жит измеримая плоская фигура, равен произведению площади основа­
ния и высоты этого цилиндра.

Вопрос. Чему равен объём прямой призмы высоты к, в основании ко­
торой лежит многоугольник площади 8?

4.8. Формула для вычисления объёма. Предположим, что в про­
странстве выбрана такая прямоугольная система координат, что еди­
ничный отрезок каждой из осей Ох, Оу, Ог равен единице измерения 
длины.

Пусть задана такая ограниченная геометрическая фигура Ф, что мно­
жество значений абсцисс всех точек этой фигуры Ф принадлежит отрезку 
[а; Ь]. Тогда для каждого значения х из промежутка [а; Ь] плоскость ух, 
проходящая через точку х перпендикулярно оси абсцисс, пересекает
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тело Ф по некоторой плоской фигуре Рх (рис. 1). 
Можно доказать следующее утверждение.

Пусть выполнены условия:
1) фигура Ф измерима по Жордану (имеет 

объём);
2) для любого значения х из промежутка 

[а; Ъ] плоская фигура Рх измерима по Жордану 
и её площадь равна 5(х);

3) на промежутке [а; Ь] функция 5(х) явля­
ется непрерывной функцией.

Тогда объём Ѵ(Ф) фигуры Ф равен опре­
делённому интегралу от функции 5(х) по про­
межутку [а; Ь], то есть 

ь

Ѵ(Ф) = ( 8(х)йх. (1)
а

Доказывать это утверждение мы не будем.
Пример 1. Рассмотрим наклонную призму с 

площадью основания 8 и высотой Н.
Проведём прямую I перпендикулярно осно­

ваниям и выберем на ней систему координат 
так, что точка О пересечения прямой I с ниж­
ним основанием имеет координату 0, а точка Р 
пересечения прямой с верхним основанием — координату Н (рис. 2).

Далее через точку М отрезка ОР с координатой х проведём перпен­
дикулярно прямой I и параллельно основаниям сечение Рх (рис. 2). 
В сечении получится многоугольник, равный основаниям призмы. По­
этому площадь 8(х) сечения Рх равна 8 при любом х из отрезка [0;Н]. 
Применяя формулу (1), получаем 

н н н
Ѵ=\8(х) ^dx = $S^dx = S^ ^х = 8-х\Н=8Н~0 = 8Н. 

о о о 0

Таким образом, объём произвольной призмы можно вычислять по 
формуле

Ѵ=8Н,
где 8 — площадь основания призмы, Н — её высота.

Вопрос. Как вычислить объём параллелепипеда АВСОА1В1С1О1, если 
известны площадь основания АВСВ, боковое ребро ААрі угол, который 
образует боковое ребро с плоскостью основания?
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Рис. 3

4.9. Объём пирамиды. В этом пункте дока­
жем, что объём произвольной пирамиды можно 
вычислять по формуле

ѵ=^вн, 
о

где 8 — площадь основания пирамиды, Н — 
её высота.

I случай. Рассмотрим треугольную пирами­
ду БАВС с высотой ВР = Н. Отметим на высоте 
ЭР точку М так, что ЭМ = х, и проведём через

М сечение Рх = ЫКЬ, перпендикулярное ВР (рис. 3). Так как стороны 
треугольника NKL соответственно параллельны сторонам треуголь­
ника АВС, то эти треугольники подобны. Коэффициент к подобия тре-

угольника NKL треугольнику АВС находим из равенств к = -^- = =

= "^ = 1Ї' Отсюда S(x) = Ssnkl = к2 ’ SAABC = ^2 ' s- ПоэтомУ по форму­

ле (1) имеем
Н Н 2 ѵ Н

ѵ= Vdabc = J S(x)dx = ^Sdx = ^\x2dx = ^SH.
0 0 0

Тем самым формула для объёма произвольной треугольной пирамиды 
доказана.

II случай. Рассмотрим теперь произвольную пирамиду с высо­
той Н. Разобьём её основание на треугольники с площадями 8Ѵ 
82, 83, ..., 8к. Соответственно и пирамиду разобьём на треуголь­
ные пирамиды (рис. 4). Тогда объём V всей пирамиды равен сумме 
объёмов составляющих её пирамид, откуда

^=^+^+^4-... + Ѵ^ =

= ^8.Н + ^8,Н + ^8ЧН + ... + ^8,Н =

= | ^ + В2 + вз + ... + 8к)Н = ^8Н.

Тем самым доказана формула для объёма 
произвольной пирамиды.

Вопрос. Чему равен объём треугольной пи­
рамиды, у которой боковые рёбра попарно пер­
пендикулярны и имеют длины а, Ь, с?

298



§ 4. Объёмы геометрических фигур в пространстве ■

4.10. Тело вращения. Пусть некоторая прямая а в пространстве вы­
брана в качестве оси вращения. Для каждой точки М, не лежащей на 
оси а, при её вращении относительно оси образуется окружность, лежа­
щая в плоскости, которая перпендикулярна оси. При вращении точки, 
лежащей на оси, получается сама точка. При вращении относительно 
оси всех точек некоторой фигуры Г образуется некоторое тело. Получен­
ное таким образом тело называют телом вращения.

Рассмотрим тело Т, которое образуется вращением вокруг оси Ох 
криволинейной трапеции, ограниченной графиком функции /(х) в пре­
делах от а до Ь. Тогда объём тела Т можно вычислять по формуле

ь

Ѵ(Т) = п$/2(х)сІх.
а

Пример 2. Объём конуса можно вычислить по формуле
V=^пR2H,

где R — радиус основания конуса, Н — высота конуса.
Пример 3. Объём шара можно вычислить по формуле

И=|лЛ3,

где R — радиус шара.
Вопрос. Как доказать, что если прямой круговой цилиндр имеет вы­

соту Н и радиус основания R, то объём цилиндра можно вычислить по 
формуле V = ^2Н?

4.11. Принцип Кавальери. Поставим 
на одну плоскость полушар Т радиуса R с 
центром О и цилиндр С, высота которого и 
радиус основания равны R. Из цилиндра 
вырежем конус с вершиной в центре ниж­
него основания и основанием, совпадаю­
щим с верхним основанием цилиндра 
(рис. 5). Проведём произвольное сечение 
этих тел плоскостью, параллельной плос­
кости оснований (рис. 6). В сечении перво­
го тела имеем круг радиуса г = ^R2 - х2, 
площадь которого равна 8Г = лг2 = тc(R2 - х2). 
В сечении второго тела получим кольцо с 
внешним радиусом R и внутренним радиу-

Рис. 5

Рис. 6
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сом х, площадь которого равна S2 = iiR2 - их2. Поскольку S1 = S2 при лю­
бом х от 0 до R, то объём Ѵ(Т) полушара Т равен разности между объёмом 
Ѵ(С) цилиндра С и объёмом конуса с высотой R и радиусом основания R и 

1 2равен л/?3 - ^tïR3 = -^kR3. Это приводит к известной формуле объёма 
шара. С помощью похожих соображений формулу объёма шара получил 
великий древнегреческий математик Архимед.

В XVI веке аналогичные рассуждения использовались при вычисле­
нии объёмов различных пространственных фигур. В основе лежало ут­
верждение, известное как принцип Кавальери.

Пусть два тела имеют объёмы, их основания лежат в одной плоскос­
ти, высоты равны и площади сечений этих тел каждой плоскостью, па­
раллельной плоскости оснований, равны между собой. Тогда объёмы 
этих тел равны.

Иллюстрацией применения принципа Кавальери и служит приведён­
ный в этом пункте способ вывода формулы для объёма шара.

Вопрос. Как принцип Кавальери связан с формулой объёма тела вра­
щения из пункта 4.10?

■ Контрольные вопросы и задания

1. Каковы основные свойства объёма?
2. Что такое «элементарная фигура» в пространстве?
3. Какие фигуры в пространстве называются измеримыми по Жордану?
4. Сформулируйте критерии измеримости.
5. Чему равен объём обобщённого прямого цилиндра высоты h, пло­

щадь основания которого равна S?
6. Напишите формулу для вычисления объёма тела через площади се­

чений, перпендикулярных одной прямой.
7. Как вычислить объём наклонной призмы?
8. Напишите формулу объёма прямого кругового цилиндра.
9. По какой формуле вычисляется объём пирамиды?
10. Напишите формулу объёма конуса.
11. Напишите формулу объёма шара.
12. ** Сформулируйте принцип Кавальери?

■ Задачи и упражнения

1 .* Докажите, что объём V прямоугольного параллелепипеда с изме­
рениями а, Ь, с равен abc.
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2. Вычислите объём тела, полученного вращением вокруг оси Ох кри­
волинейной трапеции, ограниченной графиком функции/(х) в пределах 
от а до Ь , если:

а)/(х) = Ѵх, а = 0, & = 4; б) /(х) = ѴіАпх, а = ^, Ь = у;

в)/(х) = |, а = 1, & = 10; г)/(х) = Ѵ^Р, а = -^2, Ь = ^.

3. Пусть АВ — диаметр шара радиуса R, и точка М на отрезке АВ рас­
положена так, что АМ = И. Через точку М перпендикулярно АВ прово­
дится плоскость, которая делит шар на две части — шаровые сегменты. 
Найдите объёмы этих частей.

4. В шаре радиуса R сверлом, диаметр которого равен R, высверлили 
отверстие так, что ось отверстия проходит через центр шара. Найдите 
объём оставшейся части шара.

5 .** В треугольной пирамиде АВСВ рёбра АВ и СВ имеют длину 6, все 
остальные рёбра имеют длину Ѵ34. Найдите объём тела, которое получа­
ется вращением пирамиды АВСВ относительно оси, проходящей через 
середины рёбер АВ и СВ.

6 .** Найдите объём тела, которое получается вращением единичного 
куба относительно оси, проходящей через середины двух параллельных 
рёбер куба, не принадлежащих одной грани.

7 .** Найдите объём пересечения двух цилиндров радиуса г, оси кото­
рых пересекаются и перпендикулярны (предполагается, что основания 
каждого из цилиндров не имеют общих точек с другим цилиндром).

8 . В основании призмы лежит равносторонний треугольник со сторо­
ной 2 дм, боковое ребро равно 3 дм и образует угол в 45° с плоскостью 
основания. Найдите объём призмы.

9 . Найдите объём правильного тетраэдра с ребром 10 см.
10 . Найдите объём правильной треугольной пирамиды, у которой 

ребро основания равно 6 см, а боковое ребро равно 9 см.
11 . В кубе АВСВА1В1С1В1 с ребром 1 точка М — середина ребра АВ, 

точка N — середина ребра В1С1. Через прямые В^М и BN проведены па­
раллельные плоскости. Найдите объём части куба, содержащейся между 
этими плоскостями.

12 .* В основании треугольной пирамиды 8АВС лежит прямоугольный 
треугольник АВС с катетами АВ = 2, АС = 4, боковые рёбра пирамиды 
равны 4. На луче СА выбраны точки М и N так, что СМ = 1, СЫ = 6; на 
луче В8 выбраны точки Р и Q так, что ВР = 2, ВО = 5. Найдите объём пи­
рамиды МЫРО.

13 .** В правильной четырёхугольной пирамиде 8АВСВ с вершиной 8 
через середины рёбер АВ, АВ и 8С проведено сечение. Известно, что пло-
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щадь сечения равна 2^2, а плоскость сечения образует с плоскостью ос­
нования АВСВ угол в 45°. Найдите объём данной пирамиды.

14 . Отрезая от конуса коническую часть плоскостью, параллель­
ной основанию, получают усечённый конус. Расстояние между сечени­
ем и основанием называют высотой усечённого конуса. Найдите объём 
усечённого конуса, если радиусы R, г его нижнего и верхнего оснований 
и высота Л равны:

а) R= 5, г=3, к = 2; б)R = 10, г= 2, Л = 8;
в) R = 4, г = 3, к = 10; г) R = 6, г = 4, к = 3.
15. Из жестяного круга радиуса 10 см вырезали сектор с углом 90° и 

из оставшейся части сделали воронку конической формы. Сколько воды 
можно налить в такую воронку?

16. Найдите объём правильной усечённой пирамиды, у которой пло­
щади оснований равны 81, 100, а высота равна 10.

17. Основаниями правильной усечённой пирамиды служат квадраты 
со сторонами а и Ь (а > Ь). Боковые рёбра наклонены к плоскости основа­
ния под углом 45°. Найдите объём усечённой пирамиды.

18. В треугольной усечённой пирамиде высота равна 10, стороны од­
ного основания равны 27, 29 и 52, а периметр другого основания равен 
72. Найдите объём усечённой пирамиды.

19. * Куб, ребро которого равно а, срезан по углам плоскостями так, 
что от каждой грани остался правильный восьмиугольник. Определите 
объём получившегося многогранника.

20. ** В основании четырёхугольной пирамиды 8АВСВ лежит парал­
лелограмм АВСВ. Через середины рёбер АВ, АВ и 8С проведена плос­
кость. Найдите отношение объёмов частей, на которые эта плоскость 
разбивает пирамиду.

■ Тесты

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. При пересечении тела плоскостями, перпендикулярными задан­

ной числовой оси, получаются сечения, площади которых выражаются 
формулой £(х) = 2х - 1 для 1 < х < 4. Чему равен объём этого тела?

1) 12 2)20 3)28 4)30
1.2. При пересечении тела вращения плоскостями, перпендикуляр­

ными заданной числовой оси, получаются сечения, радиусы которых 
выражаются формулой R(x) = Ѵх для 1 < х < 2. Чему равен объём это­
го тела?
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Зл 
2

ЗлѴз
3)^ 4) 2л

1.3. При пересечении тела вращения плоскостями, перпендикуляр­
ными заданной числовой оси, получаются сечения, радиусы которых 
выражаются формулой R(x) = Vsïnx для 0 < х < л. Чему равен объём это­
го тела?

1)% 2)^ 3)2% 4)^

1.4. Чему равен объём тела, получаемого при вращении вокруг оси Ох 
криволинейной трапеции с границей у = sin х в пределах от 0 до л?

4 2 3 4 2

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. В координатном пространстве фигуру G получают из элементар­

ной фигуры F параллельным переносом, который задаётся вектором п. 
В каких из указанных случаев фигура G является элементарной фигу­
рой, если:

1)Я = (5;-2;3) 2) Я - (2,5;-2,5; 3,5)
3)п = (3,2;1,3;-2,4) 4) п = (Ѵб; Ѵб; Ѵ7)
2.2. Объём каких из перечисленных тел равен 12л3?
1) цилиндр с радиусом основания 2л и высотой 3
2) цилиндр с радиусом основания 2 и высотой Зл
3) конус с радиусом основания Зл и высотой 4
4) конус с радиусом основания 2л и высотой 3
2.3. Укажите те из тел, объём которых больше объёма конуса с радиу­

сом основания 2 и высотой 5.
1) тело высоты 4 с зависимостью площади горизонтального сечения от 

расстояния до основания S(h) = nh2 + 1
2) тело высоты 6 с зависимостью площади горизонтального сечения от 

расстояния до основания S(h) = ЗЛ2
3) тело высоты 5 с зависимостью площади горизонтального сечения от 

расстояния до основания S(h) = sin лЛ + 2
4) тело высоты 5 с зависимостью площади горизонтального сечения от 

расстояния до основания S(h) = /г3 + 1
2.4. Объём каких из перечисленных тел больше объёма шара радиуса 3?
1) цилиндр с радиусом основания 4 и высотой 2
2) половина шара радиуса 4
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■ Глава 9. Площадь и объём. Определённый интеграл

3) конус с радиусом основания 4 и высотой 7
4) куб с ребром 5

■ Мини-исследования к главе 9
Мини-исследование 27
С младших классов хорошо известна формула площади прямоуголь­

ника: S = ab, где а и b — длины его сторон. Однако, рассматривая раз­
личные прямоугольники на координатной плоскости, получаем, что да­
леко не все из них являются элементарными фигурами.

Предлагается доказать формулу площади прямоугольника по следую­
щей схеме.

1. Рассмотреть прямоугольник ABCD с вершинами А(0; 0), В(а; 0), 
С(а; b), D(0; b), где а и b — положительные двоично-рациональные чис­
ла, и показать, что S = ab.

2. Рассмотреть прямоугольник KLMN с вершинами МФ 0), L(a; 0), 
М(а; b), МО; Ь), где а и b — положительные действительные числа, и по­
казать, что S = ab.

3. На основании того, что площади равных фигур равны, сделать вы­
вод о справедливости указанной формулы для любого прямоугольника.

Мини-исследование 28
Значение определённого интеграла можно вычислять как предел 

некоторых последовательностей интегральных сумм. С другой сторо­
ны, это же значение можно находить по формуле Ньютона - Лейбница. 
Поэтому в том случае, когда значение определённого интеграла извест­
но, этот результат можно использовать для вычисления пределов неко­
торых последовательностей сложной структуры.

Например, для функции /(х) = Ѵх при разбиении отрезка [0; 1] на п 
равных частей можно составить следующие интегральные суммы:

п \ у п у п у п у пі і г- 1

Поскольку по формуле Ньютона - Лейбница У|xdx = « = 7
о Зое

і• 1 -И Ѵ2 + Ѵз -І-... -І- 2то можно сделать вывод, что Ііт-------------------------- — = тг.
пУп 6

Предлагается на основе вычисляемых определённых интегралов 
составить несколько интересных задач на пределы последовательно­
стей.
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Мини-исследования к главе 9 ■

Мини-исследование 29
Предлагается доказать формулу V = -^8Н объёма правильной пирами- 

ды, площадь основания которой равна 5 и высота равна Н, по следую­
щей схеме.

1. Для каждого натурального числа п рассмотреть п плоскостей, кото­
рые параллельны основанию пирамиды и делят высоту на п равных частей.

2. Каждую часть пирамиды, заключённую между двумя из соседних 
проведённых плоскостей, ограничить с двух сторон прямыми призмами 
так, чтобы одна из призм содержала рассматриваемую часть и была на­
именьшей из таких призм, а другая содержалась внутри рассматривае­
мой части пирамиды и была наибольшей.

3. Составить суммы Ѵ'п объёмов для внутренних и У" для внешних 
призм.

4. Показать, что Иш[У - Ѵ'п] = 0, откуда будет следовать измеримость 

рассматриваемого тела.
5. Вычислить ІітУ и тем самым получить формулу объёма правиль- 

п^ п 
ной пирамиды.

6. Выяснить, для каких ещё видов пирамид возможны аналогичные 
рассуждения.

Мини-исследование 30
Предлагается вывести формулы для вычисления объёмов многогран­

ников в ином виде.
1. В тетраэдре АВСВ рёбра АВ и СП расположены на скрещивающих­

ся прямых, расстояние между которыми равно /г, а угол между ними 
равен ос. Докажите, что объём тетраэдра можно вычислять по формуле 
У=^АВ-СП-Лзіпа.

6
2. Дан выпуклый многогранник, все вершины которого расположены 

в двух параллельных плоскостях. Докажите, что его объём можно вы­
числить по формуле V = ^(^ + 52 + 45), где 5^ — площадь грани, рас­

положенной в одной плоскости; 52 — площадь грани, расположенной 
в другой плоскости; 5 — площадь сечения многогранника плоскостью, 
равноудалённой от двух данных плоскостей; Н — расстояние между дан­
ными плоскостями.

3. Проверьте справедливость формулы из пункта 2 этого иссле­
дования в том случае, когда многогранник: а) призма; б) пирамида; 
в) усечённая пирамида.
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Глава 10
УСЛОВНЫЕ ВЕРОЯТНОСТИ

В этой главе вы познакомитесь с понятием условной вероятности и его при­
менением к решению некоторых задач о вероятностях достаточно сложных 
событий.

■ § 1. ФОРМУЛЫ ДЛЯ ПОДСЧЁТА 
УСЛОВНЫХ ВЕРОЯТНОСТЕЙ

1.1. Условная вероятность. Рассмотрим эксперимент, который удо­
влетворяет следующим условиям.

1. Эксперимент состоит в случайном выборе точки из множества £1 
всех возможных исходов эксперимента, на котором определена мера ц.

2. Если А — некоторое подмножество множества £2, и в результате эк­
сперимента точка оказалась одной из точек множества А, то говорят, что 
произошло событие А.

3. Вероятность Р(А) события А определяется как отношение меры мно­
жества А к мере множества £2, то есть

( } р(£2)’ (1)
Иногда вероятность события может зависеть от других обстоятельств.
Пример 1. Ученик, пришедший сдавать экзамен, не знает трёх би­

летов из 25, лежащих на столе у учителя. Какова вероятность того, что 
ученик выберет один из тех билетов, которые он не знает, если среди де­
сяти билетов, вытянутых до него, он не знает ровно один билет?

Поскольку на столе осталось 15 билетов, среди которых ученик не
2 знает ровно двух, то искомая вероятность равна ^.

Рис. 1

На рис. 1 схематически изображены 25 биле­
тов — это множество £2 всех возможных исходов эк­
сперимента. Среди этих билетов три билета выделе­
ны красным цветом — это множество В тех билетов, 
которые ученик не знает. Если бы ученик пришёл на 
экзамен первым, то вероятность события В вычисля­
лась бы по формуле

Р(В) = ЩВ)N(£2)’
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§ 1. Формулы для подсчёта условных вероятностей ■

Множество Н тех билетов, которые остались на столе у экзаменатора, 
на рис. 1 не закрашено.

Поскольку нам известно, что произошло событие Н, то ученик берёт 
один из билетов, оставшихся на столе. В этом случае событие В проис­
ходит только в том случае, когда ученик выбирает билет из множе­
ства В о Н.

Следовательно, вероятность Р(В\Н) события В, состоящего в том, что 
ученик выберет билет, который он не знает, при условии, что произошло 
событие Н, состоящее в том, что осталось 15 билетов, из которых 2 биле­
та ученик не знает, равна отношению

Ы(ВпН)

Пусть рассматриваемый эксперимент удовлетворяет условиям 1, 2 и 
3. Условной вероятностью события В при условии, что произошло собы­
тие Н, называется число

Р(В^=*^- <2)
Вопрос. Во время тиража спортлото «5 из 36» изображение на экране 

телевизора исказилось. На первом вытянутом шаре вы сумели разгля­
деть лишь то, что его номер — двузначный. Какова вероятность того, что 
вы угадали номер вынутого шара, если среди пяти записанных вами но­
меров всего два номера — однозначных?

1.2. Формула условной вероятности. Рассмотрим формулу (2) для 
условной вероятности и разделим числитель и знаменатель на число 
ц(О). В результате получим

ц(ВпН)

Ц(^)
Но, по формуле (1), 

^^^ — и р(Вг^Н) р(прг\ ^)-Рт И ц(£2) -р(ВН>’

где Р(ВН) — вероятность произведения событий В и Н. Таким образом, 
/><®1'/) = ® (3)

Формулу (3) иногда называют формулой условной вероятности.
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■ Глава 10. Условные вероятности

Пример 2. Опрос общественного мнения, проведённый перед выбора­
ми по поручению кандидата Петрова, дал картину, описанную в таблице.

_ - Собираются Собираются„ - СобираютсяСобы- голосовать за голосоватьголосовать тие других противза петрова кандидатов всех

Не собира­
лись 

голосовать

Вероят- 0 4() 0 30 0 ()5
ность 0,25

С какой вероятностью явившиеся на выборы проголосуют за кандида­
та Петрова?

Пусть Н — событие, что избиратель явился на выборы. Из таблицы 
Р(Н) = 0,25, поэтому Р(Н) = 1 - Р(Н) = 0,75. Далее, пусть В — событие, 
состоящее в том, что избиратель проголосует за Петрова. Следуя табли­
це, Р(В) = 0,40. Но собирающиеся голосовать за Петрова явятся на выбо­
ры. Следовательно, ВН = В и Р(ВН) = Р(В) = 0,40. Таким образом, 
Р(Віт_ЛВШ_М0_А' 1 ' р(Я) 0>75 15.

Вопрос. С какой вероятностью на выборах, о которых шла речь в при­
мере 2, избиратели проголосуют против всех кандидатов?

■ Контрольные вопросы и задания

1. Что называют произведением двух событий?
2. Как определяется вероятность события В при условии, что про­

изошло событие Н?
3. По какой формуле можно вычислять условную вероятность?

■ Задачи и упражнения

1. Рассматривается эксперимент с бросанием игрального кубика.
а) Какова вероятность того, что выпало чётное число очков, если из­

вестно, что выпавшее число очков делится на три?
б) Какова вероятность того, что выпавшее число очков делится на 

три, если известно, что это число очков нечётное?
2. Пусть известно, что в течение года из 365 дней ожидается 200 сол­

нечных дней без осадков, 120 дней, когда идёт дождь, и 100 дней, когда 
идёт снег. Какова вероятность того, что в дождливый день выпадет снег?
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§ 1. Формулы для подсчёта условных вероятностей ■

3. Из 50 экзаменационных билетов студент хорошо знает только 35. 
Какова вероятность того, что этому студенту достанется билет, который 
он плохо знает, если до него зашли 18 студентов и взяли 10 билетов, кото­
рые он хорошо знал?

4. Пусть эксперимент заключается в подбрасывании монеты. Какова 
вероятность того, что при втором бросании выпадет «орёл», если извест­
но, что при первом бросании выпала «решка»?

5. В магазин завезли 1000 лампочек, из которых 400 произведено на 
первом заводе, и среди них 20 бракованных; 600 произведено на втором 
заводе, и среди них 10 бракованных. Какова вероятность купить хоро­
шую лампочку, если известно, что эта лампочка с первого завода?

Тесты ■

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Какова вероятность того, что при двух подбрасываниях монеты 

выпадет два «орла»?

'<1 2’ї З’з 4>|
1.2. Какова вероятность того, что при двух подбрасываниях игрально­

го кубика выпадет две шестёрки?

^ЇОО 2) 50 3) 36 4) 24

1.3. Сколько всего двузначных чисел, обе цифры которых чётны?
1) 15 2)20 3)25 4)30
1.4. На выбранном диаметре АВ окружности случайным образом вы­

брали точку и провели через неё хорду перпендикулярно АВ. Какова ве­
роятность того, что длина хорды больше радиуса окружности?

«ї 2»т 3’1 4>ї
Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Игральный кубик подбрасывают два раза. Вероятность каких со­

бытий больше 0,1?
1) сумма очков равна 3 2) сумма очков равна 5
3) сумма очков равна 7 4) сумма очков равна 9
2.2. Игральный кубик подбрасывают два раза. Вероятность каких со­

бытий равна нулю?
1) сумма очков равна 1
3) сумма очков равна 11

2) сумма очков равна 6
4) сумма очков равна 15
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■ Глава 10. Условные вероятности

2.3. Из 20 экзаменационных билетов студент плохо знает 7. Какой мо­
жет быть условная вероятность вытянуть «плохой» билет, если до него 
билеты взяли 5 человек?

1) 15 2) 15 3) 15 4) 15

2.4. Какие из условных вероятностей всегда равны 1?
1) Р(В IА + В), если Р(А + В) > 0 2) Р(В | В), если Р(В) > 0
3) Р(В\А + В), если Р(А + В) > 0 4) Р(В \АВ), если Р(АВ) > 0

■ § 2. ФОРМУЛА ПРОИЗВЕДЕНИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ

2.1. Вероятность произведения двух событий. Когда известны 
вероятности событий Р(А) ^ 0 и Р(АВ), можно найти и условную вероят­
ность Р(В | А) по формуле:

Р(В^А)=^^- (1)
Однако встречаются задачи, в которых вероятность Р(АВ) произведе­

ния событий А и В неизвестна, а условная вероятность Р(В | А) находится 
непосредственно из условия задачи.

В такой ситуации полезна формула произведения вероятностей, кото­
рая получается как следствие формулы (1):

Р(АВ) = Р(А) • Р(В I А). (2)

Для доказательства равенства (2) достаточно обе части формулы (1) 
умножить на ненулевое число, равное Р(А).

Пример 1. Для участника розыгрыша спортлото «5 из 36» найдём ве­
роятность того, что будут угаданы два первых номера.

Вероятность события А, угадать номер первого шара очевидно рав- 
5

на ^, так как в барабане 36 шаров, а зритель записал 5 номеров. После 
того как событие Аг произошло, в барабане осталось 35 шаров, из кото­
рых номера четырёх шаров записаны зрителем. Следовательно, услов­
ная вероятность события А2 угадать номер второго шара в этом случае 

і 4легко находится: Р(А2| А.) = хр.

В результате по формуле (2) имеем:

ЛА^) = ЛА) - ^ІА)=й' Й=^
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§ 2. Формула произведения вероятностей ■

Вопрос. Чему равна вероятность не угадать ни один из первых двух 
номеров в спортлото «5 из 36»?

2.2. * Вероятность произведения нескольких событий. Формула 
(2) обобщается на случай произведения произвольного числа событий.

Теорема (формула произведения вероятностей). Для произведения 
нескольких событий выполняется равенство

PU1^..■AJ = P(Л1)•P(A2|A1)•P(Л3|A1■A2)^..•P(AJA1•Л2^ А^), (3)

которое выполняется всегда, когда определены все условные вероят­
ности в его правой части.

Пример 2. Рассмотрим пример из предыдущего пункта и найдём веро­
ятность угадать все 5 номеров в спортлото «5 из 36».

Пусть каждое из событий Ак, где к - 1, 2, 3, 4, 5, состоит в том, что 
мы угадаем номер А-го по счёту шара, вынутого из барабана. Если про­
изошло событие А1 • ... • А^, то есть если участник розыгрыша угадал 
первые (к - 1) номеров, то в барабане осталось ровно 36 - (А - 1) шаров, 
из которых номера 5-(^- 1) шаров записаны участником розыгрыша. 
Следовательно:

^АІ^-~А^ = Д^^Г гдеі<*<5. (4)

В силу равенства (3), чтобы найти вероятность произведения А^ •... • Д5, 
надо перемножить вероятность Р^А^) и все вероятности из (4):

Р(л . Л 5 5-1 5-2 5-3 5-4
1 1 ... Зб 3б1 Зб 2 Зб 3 Зб 4

= А А. А А 1 _ і___1
36 ’ 35 ’ 34'33'32 21-17-33-32 377 000’

Вопрос. Что вероятнее в спортлото «5 из 36»: угадать хотя бы один 
номер из пяти или не угадать ни одного номера?

2.3. ** Доказательство формулы произведения вероятностей.
Докажем формулу произведения вероятностей.

Прежде всего заметим, что при А=А1‘...- А^ и В -Ак из формулы (2) 
вытекает, что

Р(А± •... 'Ак) = Р(Ау •... 'А^) • Р(Ак \АХ •... ’А^) при каждом А: > 1.

Выписывая последовательно эти равенства, получаем:
Р(А. ■... • А„) = Р(А, •...-А^) • Р(А„ |А1 •... -А^),
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РІА, •... А-!)=РА • - А-2) • рА-і ІА • - А-А

Р(А1 а а - А) = РА 'А ’А) • р(А. ІА 'А 'А).
РА а - А)=РА ’А) • -РА ІА 'А^
РА А) = РА)'РАІА)-
Перемножив соответственно левые и правые части и сократив лиш­

ние множители, получим требуемую формулу (3).
Вопрос. Чему равна вероятность вытащить подряд три чёрных шара 

из урны, в которой лежат 20 белых и 5 чёрных шаров?

2.4. Независимость событий. На практике часто встречаются со­
бытия, между которыми не видно какой-либо причинной зависимости. 
Трудно предположить, например, что выпадение «орла» или «решки» 
при подбрасывании одной монеты влияет на выпадение «орла» при под­
брасывании другой монеты. Если между событиями Аѵ А2, ... , Ак_ѵ Ак 
нет причинной зависимости, то естественно предположить, что инфор­
мация о том, какие из событий АрА2,... , А^ произошли, а какие нет, не 
должна повлиять на вероятность появления события Ак, и в этом случае 
естественно считать, что Р(А^|А1 •... • Ак_г) - Р(Ак) при всех ^ = 1, 2, ... .

События А1 и А2 называются независимыми, если
Р(А2\А1) = Р(А2) и РСАДАД^АД.

В случае независимости событий Аг и А2 формула произведения веро­
ятностей приводит к равенству

РА 'А)=РА) • РА ІА) = РА)' рА)-
Таким образом, при п-2 независимость Аг и А2 влечёт равенство 

Р(А1-А2) = Р(А1)-Р(А2).

Если события Ах и А2 независимы, то независимы также события Аг и 
А2. Действительно, Р(А2|А1) + Р(А2|А1) = 1 и Р(А2|А1) = Р(А2). Следова­
тельно, Р(А2 ІА^ = 1 — Р(А2) = Р(А2). Аналогично Р(А11А2) = Р(АД.

Общее понятие независимости нескольких событий сложно. Поэтому 
чаще всего ограничиваются интуитивным представлением о независи­
мости событий и предполагают, что если события А15 А2, ... ,Ап независи­
мы, то справедливо равенство

Р(Аг • А2 ... • АД = Р(АД • Р(А2) •... • Р(Ап), (5)
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причём аналогичное равенство сохраняется и втом случае, когда некото­
рые из событий А заменить на их дополнения А.

Пример 3. Монета подбрасывается п раз. Какова вероятность, что при 
каждом подбрасывании выпадет «орёл»?

Пусть событие Ак состоит в том, что при ^-м подбрасывании выпадет 
«орёл», где к = 1, 2, ..., п. Тогда Р(Ак) = |, а все события Ар ..., Ап незави­
симы. Следовательно,

^, ■А2-...-Ап)= Р(А1) • Р(А2) • ... • Р(Ап) = ±

Пример 4. Игральная кость подбрасывается п раз. Чему равна вероят­
ность того, что ни разу не выпадет 6 очков?

Пусть событие Ак состоит в том, что при £-м подбрасывании выпадет
1 156 очков. Тогда Р(А) = 3-, Р(А.) = 1 - — = — при всех к.

* О К ОО

Значит, Р(АХ-Аг •... ■Ап) = Р(А1) ■ Р(А2) •... • Р(Ап) = ||| .

Вопрос. Чему равна вероятность того, что при двух подбрасываниях 
игральной кости оба раза выпадет по 6 очков?

Контрольные вопросы и задания ■

1. Какой вид имеет формула вероятности произведения двух событий?
2. Какой вид имеет формула вероятности произведения нескольких 

событий?
3. В каком случае два события называются независимыми?
4. Как найти вероятность произведения двух независимых событий?
5. Чему равна вероятность произведения нескольких независимых 

событий?
6. ** Докажите формулу произведения вероятностей.

Задачи и упражнения ■

1. Бросают 3 монеты. Какова вероятность выпадения трёх «гербов»?
2. Из урны, содержащей 5 белых и 4 чёрных шара, вынимают один 

шар, запоминают его цвет и опускают обратно в урну. Шары перемеши­
вают и снова вынимают шар. Какова вероятность того, что:

а) оба вынутых шара — чёрные;
б) оба шара — белые;
в) один шар — чёрный, другой — белый?
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3. Из урны, содержащей 5 белых и 4 чёрных шара, вынимают один 
за другим два шара, не опуская их обратно в урну. Какова вероятность 
того, что оба вынутых шара — чёрные?

4. Два охотника увидели лису и одновременно выстрелили в неё. 
Предположим, что каждый из охотников на таком расстоянии обычно 
убивает лису в одном из трёх случаев. Какова вероятность того, что оба 
охотника промахнутся и лиса уцелеет?

5. В артиллерийской батарее четыре орудия. Первое орудие пристре­
ляно так, что вероятность попадания из него по цели равна 0,3; для каж­
дого из остальных трёх орудий вероятность попадания равна 0,2. Бата­
рея дала залп. Какова вероятность того, что:

а) все орудия попадут в цель;
б) ни одно из орудий не попадёт в цель;
в) одно лишь первое орудие попадёт в цель?

■ Тесты

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Чему равно число С^ сочетаний из 7 по 3?
1)30 2)35 3)60 4)70
1.2. Какова вероятность угадать задуманное двузначное число с треть­

ей попытки, если первые две попытки были неудачными?

Х) 98 2) 92 3) 88 4) 82

1.3. В зрительном зале 18 рядов по 20 мест. Какова вероятность того, 
что при покупке билета номер ряда совпадёт с номером места?

г) 18 2) 20 3) 9 4) 10

1.4. Каким числом способов можно выбрать двух мужчин и двух жен­
щин из коллектива, в котором 6 мужчин и 4 женщины?

6-5-4-3 9А 6-5-4-3 оА 6-5-4-3 к . о1)-----4----- 2)----- $----- 3)----- ------- 4)6-5-4-3

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Какие из равенств для вероятностей являются верными?
1) Р(АВ) = Р(А) • Р(В | А) 2) Р(АВ) = Р(В) • Р(В \А)
3) Р(АВ) = Р(В) • Р(А | В) 4) Р(АВ) = Р(А) • Р(А | В)
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2.2. В эксперименте монета подбрасывается 4 раза. Вероятность ка­
ких из приведённых событий больше 0,5?

1) выпадает меньше 2 «орлов»
2) выпадает ровно 2 «орла»
3) выпадает не меньше 2 «орлов»
4) выпадает не больше 2 «орлов»
2.З. * Для событий А и В известно, что Р(А) = |, Р(В) = |. Какие значе­

ния не может иметь Р(АВУ?

!>| 2’| З’і 4>й
2.4. При каких значениях п число С$ сочетаний из /г по 3 больше 200?
1)п = 10 2)п = 11 3)п = 12 4)п = 13

§3. ФОРМУЛА ПОЛНОЙ ВЕРОЯТНОСТИ ■
И ФОРМУЛА БАЙЕСА

3.1. Полный класс событий. Введём одно вспомогательное, но очень 
полезное понятие. Возможные события Нѵ ..., Нп образуют полный 
класс событий, если при любом исходе эксперимента происходит одно 
и только одно из этих событий.

Пример 1. Пусть п бригад завода производят одинаковые изделия, 
и Нк, где к = 1, 2, ..., п, — событие, состоящее в том, что случайно вы­
бранное изделие этого завода произведено бригадой с номером к. В этом 
случае события Нѵ ..., Нп образуют полный класс событий, поскольку 
любое выбираемое изделие произведено какой-то одной из указанных 
бригад.

Пример 2. В тесто, из которого сделали пирог, некто случайно уронил 
одну горошину душистого перца. Пирог разделили на п человек. Тогда 
горошина обязательно попадётся одному и только одному из участников 
обеда. Поэтому, обозначив через Нк событие, что горошина достанет­
ся ^му участнику, получим полный класс событий Нѵ ..., Нц.

Определение полного класса событий можно записать в следующем виде.
Возможные события Нѵ ..., Нп образуют полный класс событий 

тогда и только тогда, когда выполнены следующие два условия:
1) события Нѵ ..., Нп попарно несовместны;
2) объединение Н}и ...и Н гі даёт всё пространство £1 элементарных 

исходов.
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В частности, если события А и А непусты, то они всегда образуют пол­
ный класс событий, каково бы ни было событие А.

Вопрос. Как доказать, что если все события АгуВ,АсуВ,АгуВ, А су В 
возможны, то они образуют полный класс, каковы бы ни были события 
А и В?

3.2. Формула полной вероятности. Удачный подбор полного класса 
событий может облегчить подсчёт некоторых вероятностей, если исполь­
зовать основное свойство полного класса событий.

Пусть Нѵ ..., Нп — полный класс событий, А — произвольное собы­
тие. Тогда

Р(А) = Р(АпН{) + ... + Р(АсуНп). (1)
Действительно, по определению полного класса событий, событие А 

может произойти тогда и только тогда, когда произойдёт одно из собы­
тий (АсуН^, ..., (АсуНп), причём никакие два из этих событий не могут 
произойти одновременно. Таким образом, А = (АпН1)и...и(АпЯп), 
причём события (АпНД, ..., (АсуН^ попарно не пересекаются.

После этих рассуждений формула (1) следует из закона сложения ве­
роятностей.

Из свойства полного класса событий следует формула полной вероят­
ности.

Пусть события Нѵ ... , Нп образуют полный класс событий и имеют 
положительные вероятности. Тогда для любого события А имеет место 
следующее равенство:

Р(А) = Р^^ ■Р(А\Н1) + ... + Р(Нп) ■ Р(А\На). (2)
Это утверждение следует из формулы (1), так как 

РІАпН^РІН^-Р^Н,) 
при всех к = 1, ..., п, в силу формулы произведения вероятностей.

Пример 3. Имеется 5 урн, из которых две содержат по 1 белому 
и по 5 чёрных шаров, одна урна — 2 белых и 5 чёрных шаров и послед­
ние две урны — по 3 белых и по 5 чёрных шаров. Наудачу выбирается 
одна урна, и из неё наудачу извлекается один шар. Какова вероятность 
того, что этот шар окажется белым?

Пусть Нк — событие, состоящее в том, что шар извлечён из урны, содер­
жащей к белых шаров. Тогда Нѵ Н2, Н3 — полный класс событий, причём 

2 12Р(Н^ = ^, Р(Н2) = ^, Р(Н3) = ^. Через А обозначим событие, состоящее в 
том, что извлекается белый шар. Зная количество белых и чёрных шаров 
в каждой урне, нетрудно вычислить условные вероятности события А:
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Р(А|Я1) = ^, Р(А|Н2) = у, Р(А |Н3) = $.

В итоге по формуле (2) получаем:
2 1 12 2 3 93

Р(А)=Р(ЯІ)Р(А|Н1) + Р(Н2)Р(А\Н2) + Р(Н3)Р(А\Н3) = 5'6 + 5'7 + 5'8 = Й’

Вопрос. Как объяснить, что вероятности Р^Н.^, Р(Н2) и Р{Н^ в при- 
2 12 

мере 3 равны ѵ, ѵ и ѵ соответственно?ОО о

3.3. ** Формула Байеса вероятности гипотез. Другим важным 
следствием из формулы (1) является следующее утверждение.

Пусть события Нѵ ..., Нп составляют полный класс событий и имеют 
ненулевые вероятности. Тогда для любого события А с положительной 
вероятностью и при любом /с = 1, 2,..., п, верно равенство

Р(Нк I А) =--------------- Р(Нк)Р(А\Нк)----------------- (3)

Р^) ' Р(А | Я,) +... + Р(Н„) • Р(А | Н„)
Поскольку А п НЛ = Нкг>А, то по формуле произведения вероятностей 

имеем
Р(А п Нк) = Р(А) • Р(Нк | А) = Р(Нк) • Р(А | Нк).

Отсюда
Р№РР(А|НО

Р(А)
Р(Нк\А)

По формуле полной вероятности имеем равенство:
Р(А) = Р{Н^ • Р(А \Н^ +...+ Р(Нп) • Р(А | Нп).

Подставляя полученное выражение для Р(А) в предыдущее равенство, 
приходим к формуле (3), которая называется формулой Байеса или фор­
мулой вероятности гипотез.

Пример 4. Имеется 5 урн, из которых две урны содержат по 2 бе­
лых и по 3 чёрных шара, две урны — по 1 белому и по 4 чёрных шара, 
одна урна содержит 4 белых и 1 чёрный шар. Наудачу выбирается 
урна, и из неё извлекается шар, который оказался белым. Какова 
вероятность того, что этот шар вынут из урны, содержащей 4 белых 
и 1 чёрный шар?

Пусть Нк — событие, состоящее в том, что шар извлечён из урны, содер­
жащей к белых шаров, где к — либо 1, либо 2, либо 4. Тогда Нѵ Н2, Н^ — 
полный класс событий. Через А обозначим событие, состоящее в том, что 
извлекается белый шар. Требуется вычислить вероятность Р{Н^ | А).
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По условию
ЛЯ1) = |, Р(Я2) = |, Р(Я4) = |, 

Р^Я^І, Р(А|Я2) = і Р(Я |а4) = |. 

По формуле Байеса

। 5’5 2
Р(Н4|А)- 22 2 1 1 4’5’

55 + 5’5 + 5‘5

Вопрос. Как в примере 4 найти Р(НХ | А) и Р(Н21 А)?

■ Контрольные вопросы и задания

1. Что такое полный класс событий?
2. Сформулируйте основное свойство полного класса событий.
3. Какой вид имеет формула полной вероятности?
4. Какой вид имеет формула Байеса?

■ Задачи и упражнения

1 . Имеется 5 урн, из которых две содержат по 2 белых и одному чёр­
ному шару, одна урна — 10 чёрных шаров и ещё две урны — по 3 белых 
и одному чёрному шару. Наудачу выбирается одна урна, и из неё науда­
чу извлекается шар. Какова вероятность, что этот шар окажется: а) бе­
лым; б) чёрным?

2 .** Имеется 5 урн с белыми и чёрными шарами, из которых три со­
держат по три белых и одному чёрному шару, и две содержат по 4 белых 
и 2 чёрных шара. Наудачу выбирается урна, и из неё наудачу извлекает­
ся шар, который оказался белым. Какова вероятность, что этот шар вы­
нут: а) из урны первого состава; б) из урны второго состава?

3 . На заводе — три цеха. 50% продукции производит цех № 1, 30% — 
цех № 2 и 20% — цех № 3. При этом вероятность произвести бракован­
ную продукцию равна 1% у цеха №1,2% — у цеха № 2 и 2% — у цеха 
№ 3. Какова вероятность того, что завод выпустит бракованное изделие?

4 .* Урны занумерованы числами от 1 до т. Урна с номером і содер­
жит N. шаров, из которых пі шаров белые. Наудачу выбирается одна 
урна, и из неё наудачу извлекается шар. Какова вероятность, что этот 
шар окажется белым?
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5 .** В артиллерийской батарее четыре орудия. Первое орудие пристре­
ляно так, что вероятность попадания из него по цели равна 0,3, для каж­
дого из остальных трёх орудий она равна 0,2. Батарея дала залп, и было 
получено в точности одно попадание в цель. Какова вероятность того, что 
в цель попал снаряд: а) из первого орудия; б) из второго орудия?

6 . Из урны, содержащей 5 белых и 4 чёрных шара, вынимают один за 
другим 2 шара, причём вынутые шары не возвращают обратно в урну. 
Какова вероятность того, что оба шара белые?

Тесты ■
Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Из теста, в которое случайно попало маковое зёрнышко, сделали 

булку в форме шара радиуса R. Какова вероятность того, что маковое 
зёрнышко окажется от центра шара на расстоянии, не большем 0,5 • Я?

1)4= 2)| 3)Д= 4)|7 Ѵ2 4 7 4^2 8
1.2. Какое из приведённых чисел является наибольшим?
1)^ 2)С»0 3)С°0 4)с;о

1.3. Чему равно число А|?
1)10 2)20 3)40 4)60
1.4. Какова вероятность того, что при первом бросании монеты выпа­

дет «орёл», при втором — «решка» и при третьем — «орёл»?

2Н 3»| 4’|
Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Какие из равенств для вероятностей являются верными?
1) Р(А + В) = Р(А) + Р(В) 2) Р(А + В) = Р(А) + Р(В) - Р(АВ)
3) Р(А + В) = Р(А) + Р(ВА) 4) Р(А + В) = Р(АВ) + Р(В)

2.2. Для событий А и В известно, что Р(А) = 4 Р(В) = у. Какие значе- 

ния не может иметь Р(А + В)?
1 7 2 3^і 2)^ З’| 4Ч

2.3. Для некоторых событий А и Н известно, что Р(А\Н) < 0,6. Какие 
значения может иметь условная вероятность Р(А | Н)?

1)0,25 2)0,5 3)0,75 4)1
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■ Глава 10. Условные вероятности

2.4. Эксперимент состоит в двукратном бросании игрального кубика.
Вероятности каких из приведённых событий равны 4?

1) произведение выпавших очков равно 6
2) произведение выпавших очков равно 12
3) произведение выпавших очков равно 4
4) произведение выпавших очков равно 8
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Глава 11
ПЕРИОДИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ

В этой главе будет доказана периодичность основных тригонометрических 
функций и показано, как это свойство можно использовать при построении 
графиков. Будут рассмотрены также функции, обладающие наименьшим по­
ложительным периодом.

§ 1. ПЕРИОДИЧЕСКИЕ ФУНКЦИИ ■

1.1. Всюду определённые периодические функции. Важнейшей 
особенностью тригонометрических функций является их периодичность.

Рассмотрим функции, определённые на всей числовой оси.
Функция Дх), определённая на всей числовой оси, называется пери­

одической, если существует такое число Г ^ О, что для всех значений х 
выполняется равенство

Дх + Т)=Дх). (1)

Число Т с этими свойствами называется периодом функцииДх).
Заменяя х в равенстве (1) на х - Т, получим также равенство

Дх-Т)=Дх) (2)
для всех значений х.

Таким образом, если Т — период функцииДх), то число (~Т) — тоже 
период. Поэтому рассматривают как положительные, так и отрицатель­
ные периоды.

Для ненулевого действительного числа А и целого числа к число кА 
назовём кратным числу А.

Если Т — период функции Дх), то любое ненулевое кратное числа Т 
также является периодом функцииДх).

Действительно, пусть, например, к = 3. Используя равенство (1), по­
лучаем:

Дх + ЗТ) =Дх + 2Т) =/(х + Т) =Дх).

Точно так же устанавливается, чтоДх + к Т) = Дх) для каждого нату­
рального числа к.

Аналогично доказывается, чтоДх + к Т) = Дх) для каждого целого от­
рицательного числа к. В частности, при к =-2 имеем:

Дх - 2Т) =Дх -2Т + Т) =Дх - Т) =Дх - Т + Т) =Дх).

321



■ Глава 11. Периодические функции

Для постоянной функции каждое ненулевое число является периодом. 
Например, пусть на всей числовой оси /(х) = 1. Тогда для любого числа 
Т ^0 при всех значениях х выполняется равенство/(х + Т)=1 = /(х).

Если функция имеет наименьший положительный период, то он на­
зывается основным периодом.

Функции g(x) = віпх и к(х) = со8х, определённые на всей числовой 
оси, обладают основным периодом, равным 2л.

Покажем вначале, что множества периодов функций ^(х) = зіпх и
h(x) = cosx совпадают.

Действительно, если Р — произвольный период функции h(x) = COSX,

то для каждого значения се выполняются равенства cosk - се

= cos ІІ л \
= cosk - (а + Р). Отсюда и из того, что

для любого числа а справедливо равенство cos = since, следует, что

sin(a + Р) = since. Тем самым Р — период функции g(x) = sinx.
Аналогично показывается, что всякий период функции g(x) = sinx яв-

ляется периодом функции Ь(х) = СО8Х.
Рассмотрим теперь функцию Л(х) = созх, определённую на всей чис­

ловой оси. Число 2л является периодом функции Ь(х) = совх, поскольку 
для всех действительных значений х выполняется равенство сое (2л + х) =
= COSX.

Пусть теперь Т — некоторый положительный период функции 
h(x) = cosx. Тогда для любого значения х выполняется равенство 
cosx = cos(x + Т). В частности, 1 = cosO = cos(0 + Т) = cosT. Однако для 
положительных чисел равенство cos Т = 1 выполняется лишь для чисел 
вида 2л • п, где п — натуральное число. Наименьшим из таких чисел яв­
ляется Т = 2л. Поэтому основной период функции h(x) = cosx равен 2л. Но 
тогда основной период функции g(x) = sinx также равен 2л, поскольку 
функции ^(х) = sinx и h(x) = cosx имеют одни и те же периоды.

Вопрос. Как доказать, что основной период функции f(x) = sinx + cosx, 
определённой на всей числовой оси, равен 2л?

1.2. Основной период функции у = 5іп2х. По основным периодам 
функций 8ІПХ и созх можно находить основные периоды некоторых дру­
гих функций.

Пример 1. Найдём основной период функции у = зіп2х.
Пусть Т — период функции у = зіп2х. Тогда при подстановке вместо х 

числа х + Т значение функции должно сохраняться. Следовательно, 
зіп2(х + Г) = зіп2х.
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§ 1. Периодические функции ■

Отсюда sin(2x + 2Т) = sin 2х. Полагая 2х = г, получим
sin (г + 2 Г) = sin г

для всех г. Но наименьший положительный период функции g(z) = sin z 
равен 2л. Поэтому из равенства 2Т = 2л получим наименьший положи­
тельный период Г = л функции у = sin 2х.

Вопрос. Какой основной период имеет функция g(x) = sin х + 1 ?

1.3. Периодические функции, определённые не всюду. Общее 
определение периодической функции должно учитывать её область оп­
ределения.

Функция /(х) с областью определения D называется периодической, 
если существует такое число Т / О, что для всякого числа х из облас­
ти D числа х + Т и х - Т также принадлежат D и выполняется равенство 
f(x + T)=f(x)=f(x-T).

Число Т в этом определении называется периодом функции f(x).
Если функция/(х) имеет период Т, то число (-Т) также является пе­

риодом этой функции.
Отметим, что число нуль не считают периодом функции.
В общем случае наименьший положительный период функции, если 

он существует, называется основным периодом.
Функция y = tgx обладает основным периодом, равным л.
Действительно, область определения D функции у = tgx состоит из 

лвсех чисел, отличных от чисел вида -~ + кп (п е Z). Если число х прина-

длежит этой области, то числа х + л и х - л тоже принадлежат области D, 
причём выполняется равенство tg(x + л) = tgx.

Таким образом, число л есть период функциии у = tgx.
Пусть теперь Т — некоторый положительный период функ­

ции у = tgx. Тогда для любого значения х выполняется равенство 
tgx = tg(x + Т). Поэтому 0 = tgO = tg(O + Т) = tgT. Однако для положи­
тельных чисел равенство tgT = 0 выполняется лишь для чисел вида 
л • п, где п — натуральное число. Наименьшим из таких чисел является 
Г = л. Поэтому основной период функции у = tgx равен л.

Вопрос. Чему равен основной период функции у = tg2x?

1.4. Особенности графика периодической функции. Пусть фун­
кция /(х) обладает основным периодом Г > 0. Благодаря тождествам 
f(x + Т) =f(x) и f(x - Т) = f(x), точки графика, абсциссы которых отлича­
ются на число, кратное Т, имеют одинаковые ординаты. Поэтому доста­
точно построить график функции /(х) на отрезке от 0 до Т, и весь график
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■ Глава 11. Периодические функции

функции можно получить, передвигая построенную на отрезке [0;Т] часть 
графика влево и вправо вдоль оси Ох на расстояние Т, 2Т, ЗТ и так далее.

Установив, что некоторая функция f(x) является периодической, при 
построении графика этой функции можно поступать следующим образом:

1) выбрать на числовой прямой отрезок, длина которого равна перио­
ду функции (не обязательно основному периоду);

2) на этом отрезке выделить точки, входящие в область определения;
3) на получившемся множестве с использованием известных приёмов 

и с учётом найденных особенностей построить часть графика;
4) передвигая построенную часть графика влево и вправо вдоль оси Ох 

на каждое из расстояний, кратных периоду, изобразить весь график.
Отметим, что если длина отрезка [а;Ь] равна периоду, то построение 

части графика можно выполнять на промежутке (а;Ь] и затем получен­
ную часть сдвигать вдоль оси Ох.

Пример 2. Построить график функции f(x) = Vsinx.
Функция определена на множестве D таких значений х, для которых 

sinx > 0. Заметим, что если х0 е D, то sinx0 > 0, sin(x0 + 2л) = sinx0 > 0, 
sin(x0 - 2л) = sinx0 > 0. Следовательно, Т = 2п является периодом данной 
функции.

Выберем промежуток (-л;л] числовой прямой длиной 2л.
Для -л < х < 0 значение sinx отрицательно, а поэтому/(х) не опреде­

лена. Далее, на отрезке [o;|j функция у = sinx возрастает, поэтому/(х) 
на этом отрезке также возрастает; на отрезке ^; лj функция у = sin х убы­

вает, и поэтому функция/(х) убывает на отрезке [|;л].

С помощью вычислительных средств составим таблицу значений:

X -л 0 л
8

л
4

Зл 
8

л
2

Зл
8

Зл 
4

7л 
8 л

Vsinx 0 0 0,62 0,84 0,96 1 0,96 0,84 0,62 0

Отметим в соответствии с таблицей точки 
с координатами (х;узіпх) и проведём плав­
ную линию (рис. 1).

Передвигая построенную часть графика 
влево и вправо вдоль оси Ох на расстояние 
2лп, где 71 е ^, получим весь график функ­
ции у = Ѵзіп х (рис. 2).
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§ 1. Периодические функции ■

Вопрос. Почему начальную часть графика функции у = узіпх можно
строить на полуинтервале (0;2л]?

Контрольные вопросы и задания ■

1. В каком случае функция, определённая на всей числовой оси, на­
зывается периодической?

2. Что называется периодом функции?
3. Какой период функции называется основным?
4. Докажите, что функции g(x) = sinx и h(x) = cos х обладают одними и 

теми же периодами.
5. Докажите, что функция у = cosx обладает основным периодом, рав­

ным 2л.
6. Приведите пример периодической функции, которая не имеет ос­

новного периода.
7. Сформулируйте общее определение периодической функции.
8. Докажите, что функция у = tgx является периодической и имеет 

основной период, равный л.
9. Как построить график функции і/ = tgx на всей области определе­

ния?
10. * Как построить график функции у = ctgx с помощью графика фун­

кции у-tgx?
11. Как можно построить график периодической функции?

Задачи и упражнения ■

1. Докажите, что функция/(х) = sin2 х является периодической.
2. Докажите, что функция/(х) = sin х + sin 2х является периодической.
3. Пусть Т — период функции /(х). Докажите, что тогда при любом 

целом к ^0 число к Т также является периодом функции /(х).
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4. Найдите период функции:
a) z^sin^;

г) і/ = sin3x;

б) г/ = зіплх;
д) і/ = costax + ||;

в)у = cos^2x - 

е)у = sinw.

5. Докажите, что л — основной период функции у = cos2 х.
6. ** Приведите пример таких функций/(х) и g(x), что основные пери­

оды обеих функций равны между собой, а сумма/(х) + ^(х) имеет мень-
ший основной период.

7. Докажите, что функция/(х) = х не является периодической.
8. * Докажите, что функция/(х) = ѴЫ не является периодической.
9. ** Докажите, что определённая на всей числовой прямой функция 

/(х) = х - [х], где [х] — это целая часть числа х, является периодической.
10. * Найдите область определения и основной период функции:
a)z/ = tg2x; б)z/ = tgлx; в)і/ = ^|; г) г/= tgx + ctgx.

11. Какие из функций являются периодическими:

a)z/ = sm-; б)^ = Ыпх; = г) у = smx + tgx?
12. * Докажите, что основной период функции у = ctgx равен л.
13. * Докажите, что число л не является периодом функции у = sinx + 

+ tgx.
14. Постройте график функции:
a)i/ = sin2x; 6)z/ = sin2x; b)z/ = cos2x; r)i/ = cos2x.
15. * Постройте график функции у = sin|x|. Выясните, будет ли эта 

функция периодической.
16. Какой основной период имеет функция у = |tgx|?
17. * Постройте график функции у = tg|x|. Будет ли эта функция пери­

одической?
18. * В каких точках график функции у = sin — пересекает ось Ох?
19. Изобразите график функции:
а) і/= sin2x; б)*г/ = ^—; в) * у = sin4x + cos4x;

sin
г)** у = V2sinx - 1; д)* у = V-cosx; е)** у = sin—.

■ Тесты

Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Чему равен основной период функции/(х) = 1 + зтЗх?

1)6л 2) 2л 3)^л 4) ^л
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§ 2. Функции с основным периодом ■

1 X1.2. Чему равен основной период функции f(x) = sin ту?

1)6я 2) Зя 2 13)д л 4)^я

1.3. Какое из указанных множеств может быть областью определения 
некоторой периодической функции?
1)(0;оо) 2)(-оо; 1)и(1;-) 3)[-1;1]
4) множество всех действительных чисел, которые не являются целыми

1. 4. График какой из приведённых функций симметричен относи­
тельно оси ординат?

1) г/= эіпх + соэх 2) г/= эіпх • эіпЗх
3) г/ = эіпх • (1 + соэх) 4) г/ = 1 + эіпх

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Какие из указанных функций не являются периодическими?
l)z/ = snr/x 2)y-^sinx 3) z/= sin^ 4^ = Ыпх

2.2. Какие из указанных чисел являются периодами функции f(x) = tg ^?

1)2 2) я 3)у 4)2я

2.3. Какие из указанных функций имеют основной период Г = -^ ? 

l)i/ = sin4x 2)z/ = sin^ 3)z/ = cos22x 4)z/ = cos^

712.4. Какие из функций имеют период Т = —?
l)y = tg2x 2)i/ = ctg3x 3)z/ = tg4x 4)z/ = ctg6x

§2. ФУНКЦИИ С ОСНОВНЫМ ПЕРИОДОМ ■

2.1. Множество периодов функции, имеющей основной период. 
Заметим, что если функция f(x) имеет основной период Т, то каждое не­
нулевое число, кратное Т, то есть число вида пТ, где п — целое число, 
также будет периодом функции f(x).

Следующая теорема показывает, что при наличии основного периода 
функция не имеет других периодов, кроме кратных основному периоду.

Пусть функция f(x) обладает основным периодом Т. Тогда любой её 
период кратен основному периоду Т.

Вопрос. Каковы все периоды функции у = sin 2х?
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2.2. ** Доказательство теоремы о периодах. Пусть Т — основной 
период функции f(x). Рассмотрим произвольный положительный пери­
од Р функции f(x), причём Р > Т.Из аксиомы Архимеда следует, что для 
числа Р найдётся такое натуральное число п, что выполняются нера­
венства пТ < Р <(п + 1)Т. Это значит, что число Р можно записать в виде 
Р = пТ + S, где 0 < S < Т. Предположим, что S > 0. Покажем, что в этом 
случае число S = P - пТ должно быть периодом функции f(x).

1. ПустьD — область определения функцииf(x). Если хе D,to(x + Р)е D, 
а отсюда (х + Р) - пТ е D, так как Р и пТ — периоды. Следовательно, 
для любого числа х е D имеем х + S е D. Аналогично доказывается, что 
x-Se D.

2. Для любого числа х е D выполняются равенства
f(x + S) =Дх + (Р- пТ) =Д(х + Р)- пТ) =Дх + Р) =Дх).

Аналогично доказывается, что f(x ~ S)= f(x).
Таким образом, число S должно быть периодом функции f(x). Но по 

условию Т — наименьший положительный период, а 0 < S < Т. Следова­
тельно, предположение о том, что S > 0 приводит к противоречию. Зна­
чит, S = 0, откуда Р = пТ.

Вопрос. Какие периоды имеет функция tgлx?

2.3. ** Изменение периодов при линейной замене аргумента.
Пример 1. Покажем, что если аргумент функции у = cosx заменить 

линейным выражением 5х + 3, то получим функцию g(x) = cos(5x + 3) 
2л с основным периодом
° 2л ч

Действительно, число -g- является периодом функции g(x), так как 
верны тождества

g\x + у =cos |5|х + + 3| = cos (5х + 3 + 2 л) = cos (5х + 3) = g(x).

Пусть Т - произвольный положительный период функции g(x) = cos (5х + 3). 
Тогда выполняется тождество cos (5х + 3) = cos (5(х + Т) + 3) = 
= cos ((5х -I- 3) + 5Т). Поэтому если 5х + 3 = 0, то cos 0 = cos 5Т = 1. Отсюда 
следует, что существует такое натуральное число п, что 2л • п = ЬТ. Следо-

2 л 2 лвательно, 5Т > 2л и Т > Значит, число ---- наименьший положитель- 
ный период функции g(x) = cos (5х + 3).

Справедлива общая теорема о линейной замене аргумента периоди­
ческой функции.
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Пусть периодическая функция Дх) имеет основной период Т. Тогда 
функция Г(х) = Дкх + а), где к > 0, является периодической с основным 

Т периодом, равным

Вопрос. Какой основной период имеет функция Дх) = cos

2.4. ** Доказательство теоремы о линейной замене аргумента 
периодической функции. Пусть Т — основной период функции/(х). 
Рассмотрим функцию F(x) = f(kx + а), где к> 0.

Обозначим области определения функций Дх) и F(x) соответственно 
через Df и Df. Тогда условие х е DF равносильно тому, что (кх + а)Е D^.

ТПокажем сначала, что — период функции F(x). Для этого мы долж­
ны проверить выполнение условий:

Т Т1)еслих g тох + т е и х-F к F к F
2) для всех х е Df выполняются равенства

I Т\ I Т\
Fix + Т = F(x) и Лх “ Т “ F(x).

Заметим, что если х g DF, то кх + а е Df. Поэтому

\ + ~кі а = ^х + а) + Т Е Df, 
Тоткуда х + е Df. Далее, для всех х е DF имеют место равенства

~к]=^\\+ ^\^а\~/^х^а^ ^)=Дкх + a) = F(x).
Т [ Т\Аналогично показывается, что х — -г е DvnF\x - -г\ = F(x).

ТОтсюда следует, что число у является периодом функции F(x).
Пусть теперь Р — произвольный положительный период функции 

F(x). Тогда F(x) = F(x + Р) = F(x - Р) для всех х е DF. Отсюда получаем, 
что если у = кх + а принадлежит области Df, то выполняются равенства

Ду + кР) =Дк(х + Р) + а) = F(x + Р) = F(x) =Дкх + а) =Ду).
Таким образом, кР — положительный период функции Дх), откуда 

Т ТкР > Т, то есть Р > -£. Следовательно, число является наименьшим по­
ложительным периодом функции F(x), то есть основным периодом этой 
функции.
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Вопрос. Как доказать, что периодом функции у = sin • 2 _ + sin -^х +
о

+ sin kx - 1 является общий период всех трёх слагаемых?

2.5. Тригонометрический двучлен. Функция вида Дх) = nsinAx + 
+ bcoskx, где число к и оба коэффициента а и b отличны от нуля, 
называется тригонометрическим двучленом. Справедлива следующая 
теорема.

Тригонометрический двучлен asinkx + bcoskx обладает основным
2 тспериодом, равным

А(а-, Ь)

Рис. 1

Вопрос. Чему равен основной период функции 
Дх) = sin 2х - cos 2х?

2.6. ** Доказательство теоремы об основном 
периоде тригонометрического двучлена. На ко­
ординатной плоскости выберем точку А(а;&) (рис. 1). 
Длину вектора ОА обозначим через г, а направлен­
ный угол, образованный вектором ОА с осью Ох, че­
рез ф. Тогда:

: ^а2 + Ь2, а = г cos (р, b = r sin ф.
Отсюда

a sin Ах + bcoskx = гсоэф • sin Ах + г віпф • cosAx = г sin (Ах + ф).

Если А > 0, то, применив теорему о линейной замене аргумента периоди­
ческой функции, получим, что основной период функции asinAx + bcoskx 

2тс 2л , правен числу которое равно так как А > 0.
При А < 0 можем записать равенства

г sin (Ах + ф) = -rsin(-Ax - ф) = -rsin(|A|x - ф).
Поэтому по теореме о линейной замене аргумента периодической фун- 

2л кции также получаем, что основной период равен

Вопрос. Чему равен основной период функции Дх) = 3sin^x - 4cos^x?

2.7. Сумма и произведение периодических функций с соизме­
римыми периодами. Положительные периоды и Т2 двух функций 

тназываются соизмеримыми, если их отношение рационально. Спра- 
ведлив следующий результат.
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Если функции f^x) и /2(х) обладают соизмеримыми положительны­
ми периодами Т1 и Т2, то их суммаf^x) + /2(х) и произведение f^x) f2(x) 
являются периодическими функциями.

Вопрос. Являются ли периодическими функции f-^x) = 2sin3x + 4sin5x 
иЛОО - 2(sin3x) • 4(sin5x)?

2.8. ** Доказательство периодичности суммы и произведения 
периодических функций с соизмеримыми периодами.

Пусть DT и D2 — области определения данных функции /Дх) и /2(х). 
Тогда множество D = D1r> D2 есть область определения функций/Дх) + /2(х) 
и //х) -/2(х).

Если Т ^.Т 2 = min, где тип — положительные целые числа, 
то пТх = тТ2. Обозначим число пТг через Т. Заметим теперь, что Т явля­
ется периодом каждой из функций/Дх) и/2(х). Поэтому Т является пери­
одом функции/Дх) +/2(х) и функции/Дх) -/2(х).

/3 \Вопрос. Соизмеримы ли основные периоды функций^ (х) = sin кх + 2 

и/2(х) = с°3 уХ + 31?

2.9. ** О сумме двух периодических функций. Сумма двух произ­
вольных периодических функций, имеющих основные периоды, может 
не быть периодической функцией.

Пример 2. Функции у (х) = cos Ѵ2х и /2 (х) = cos х определены на всей
271 Очисловой прямой и имеют основные периоды и 2л. Функция 

g(x) = cosV2x + cos х тоже определена на всей числовой прямой. Покажем, 
что она не является периодической.

Допустим, что Т — положительный период функции ^(х), то есть для 
любого значения х выполняется равенство

cos Ѵ2(х + Г) + cos (х + Т) = cos Ѵ2х + cosx.

Тогда для числа 0 получим равенство cos у‘2Т + cos Г = cos 0 + cos 0 = 2. От­
сюда и из того, что максимальное значение функции f(z) = cosz равно 1, сле­
дует, что cos ^2Т = 1 и cosT = 1.

Но тогда ^Т = 2лт иТ = 2тш для некоторых целых чисел тип, отлич­

ных от нуля, поскольку Г + 0. Почленным делением получаем V2 = —, 
но это невозможно, так как число Ѵ2 иррационально.
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Таким образом, предположение о существовании положительного пе­
риода для функции g(x) = cos\2x -I- cosx приводит к противоречию. 
Следовательно, функция sin V2x + cosx не является периодической.

Вопрос. Будет ли периодической функция sin(V2 • х) -I- cos(V2 • х)?

2.10. ** Тригонометрический двучлен общего вида. Тригономет­
рическим двучленом общего вида называется функция /(х) = asinsx + 
4- bcostx, где числа s, t, а пЬ отличны от нуля.

Тригонометрический двучлен /(х) = asinsx + bcostx общего вида 
является периодической функцией тогда и только тогда, когда отноше-

Sние — рационально.

С учётом нечётности синуса и чётности косинуса можно предпола­
гать, что s и t — положительные числа.

Доказательство проведём в два этапа.
т s s тI. Пусть отношение — рационально, то есть у = у, гДе т к п — нату-

т т п 2л 2лральные числа. Тогда — = — и m • — = п ' Sc S Т Функция g(x) = sinsx име-
2л ет основной период --- ,

Т 2лпоэтому Т = т ' — =

а функция п(х) = costx — основной период —, 
2л - „ ,п ’ у будет периодом для каждой из функ­

ций g(x) = эшзх и Ь(х) = cos^x, а следовательно, и для функции 
/(х) = Я8Ш8Х + Ьсоз(х. Отсюда и из того, что Т * 0, следует периодичность 
функции /(х) = аэшзх + Ьсоз1х.

II. Обратно, пусть функция /(х) = аэіпзх + Ьсозіх — периодическая 
и Т — некоторый её положительный период. Тогда/(х - Т) = /(х) = /(х + Т) 
и выполняется равенство

asins(x - Т) + bcost (х - Т) = asins(x + Г) + bcost(x + Т).
Отсюда, воспользовавшись формулами для синуса суммы, синуса раз­

ности, косинуса суммы, косинуса разности и приведя подобные члены, 
получим равенство

a(cos sx) • (sin sT) = - ^(sin tx) • (sin tT). (1)

Подставив в это равенство значение х = 0, получим равенство 
а - (біпзТ) = 0 • (зіпіТ). Отсюда и из того, что а ^ 0, следует, что 
зіпяТ = 0. Поэтому для подходящего натурального числа к и числа л 
выполняется равенство зТ = £л, то есть

Т = уп- (2)
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Подставив в равенство (1) значение sx = ^, то есть х = -^, получим ра-

венство 0 • (sinsT) = - ^(sinix) • (sintT). Учитывая формулу (2) и то, что 
д ^ О, получаем:

• / , Д \ . А^ \ Л i t Д \ (1 t \ Лsin k • ' sink----д = О, sin — ’ п ■ sink-----д = 0.\ 2s/ \ s j \s 2/ \ s ]
[t и\ I t \Но тогда либо sin — • „ =0, либо sink' д = 0. Следовательно, либо от- \s £ ] \ s---- /

ношение — является четным числом, либо выражение к • — является на-

sтуральным числом. И в том и в другом случае отношение — является ра­
циональным числом.

Вопрос. При каком отношении — функция у = sin (s + t)x + cos (s - t)x,
где s + U0, s - f/ 0, f^Q, является периодической?

Контрольные вопросы и задания ■

1. ** Докажите, что если функция /(х) имеет основной период Т, то 
любой её период Р кратен основному периоду Т.

2. Сформулируйте теорему о линейной замене аргумента.
3. ** Докажите теорему о линейной замене аргумента.
4. Какая функция называется тригонометрическим двучленом?
5. В каком случае положительные периоды 7Д и Т2 двух функций на­

зываются соизмеримыми?
6. Докажите, что сумма /Дх) + /2(х) и произведение /Дх) • /2(х) двух 

функций/Дх) и/2(х), обладающих соизмеримыми периодами, являются 
периодическими функциями.

7. ** Приведите пример двух периодических функций, сумма которых 
не является периодической функцией.

8. Какая функция называется тригонометрическим двучленом обще­
го вида?

9. В каком случае тригонометрический двучлен общего вида является 
периодической функцией?
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■ Задачи и упражнения

1 .** Рассмотрим функцию Дирихле:
„ ч Г1, если х рационально, dix) =<

[О,если х иррационально.
Докажите, что:
а) каждое рациональное число Г ^ О является периодом d(x);
б) ни одно иррациональное число Т не является периодом d(x);
в) функция d(x) не имеет основного периода.
2 . Найдите все периоды функции:

a)t/ = sin^; 6)z/ = tg3x; в) г/= sin (0,1х); г) г/= cos Юх.
Zu

3 .** Докажите периодичность функции:
а) і/ = sin 2х - cos Зх; б) г/ = sin (0,7х) + cos (0,9х);

ух -11 + sin (Злх + 1).

4 . Найдите период и постройте график функции у = sin2x 4- cos2x.
5 .* Найдите все числа Р, для которых выполняется тождественное 

равенство nsin кх + beos кх = у а2 + Ь2 • cos (кх - р).
6 .** Вычислите значение функции у = sinx + cosx - V2 • cos2x 

5л прих=

7 .** Найдите наибольшее значение функции у = sinx + cosx -

8 .** Найдите основной период функции:
а) у = sin2x + cos3x; ^)у = sin30x - cos42x;

4 6в) і/ = sin vx + cos -^x; ^)y = sin(l,24x) + cos(0,93x);

д) i/ = 3siny - 2cos^.

9 .** Для каких целых чисел п функция у = sin х + cos (Ѵп • х) является 
периодической?

10 . Укажите какой-либо положительный период для функции:

а) у = 2sin3x - 3cos3x + 5cos5x; ^)у = sin^ + cosy - siny;
4 X , . X Xв) V = COS^ + Sin-^ - COS77.7 6 8 9
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11 .** Найдите все точки отрезка [0;л], в которых значения функции 
у = sin Зх - cos 5х равны нулю.

12 .** Какое наибольшее число раз график функции у = 3sin ^ + 4cos ^ 
может пересечь ось Ох на отрезке длины 4л?

Тесты ■
Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Какой основной период имеет функция f(x) = sin лх + cos лх?
1)1 2)|л 3)2 4) л

1.2. * Какой основной период имеет функция/(х) = sin 2х + sin Зх?
1)л 2) 2 л 3)3 л 4) 4 л
1.3. Известно, что функция f(x) имеет основной период Т = 2. Какой 

/2 )основной период имеет функция F(x) -Jy^X + 31?

1)0,4 2)2,5 3)5 4) 10

|2х\ / 2х \- 2cos ?

1Кл 2) л ЗНл 4)3л

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2

2.1. Известно, что функция имеет основной период Т = ^. Какие из 
указанных чисел не являются периодами этой функции?

1)| 2)2 3)3 4) у

2.2. Какие из указанных чисел не являются периодами функции 
f(x) = sin 5х + 2cos 5х + 3?

i \ Ц \ Зл . ч 4л
5 } 5 J 5 } 5

2.3. Какие из указанных функций являются периодическими?
1)/(х) = |sinx| 2)/(х) = sin |х|
3)/(х) = |sinx + 1| 4)/(x) = sin|x + 1|

2.4. * Какие из указанных чисел являются периодами функции 
3

/(х) = COS X + cos ^х?

1)4л 2) 8л 3)12л 4) 16л
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■ Мини-исследования к главе 11

Мини-исследование 31
Для того чтобы установить периодичность некоторой всюду определён­

ной функции /(х), достаточно найти такое число Г ^ О, что /(х + Т) = /(х) 
при любом действительном значении х. Доказательство того, что некото­
рая функция не является периодической, может основываться на разных
идеях.

Предлагается, на примерах функций/(х) = х; /(х) = х2; /(х) = 1
1+х2

и

некоторых других, найти несколько способов доказательства того, что

функция не является периодической.

Мини-исследование 32
Предлагается решить две задачи.
1. Известно, что график функции /(х) симметричен относительно 

прямых х = а и х = Ь, причём а^Ь. Докажите, что эта функция периоди-
ческая.

2. Известно, что график функции/(х) симметричен относительно то­
чек А(т;0) и В(п;0), причём т^ п. Докажите, что эта функция периоди-
ческая.

Мини-исследование 33
В главе установлено следующее утверждение.
Тригонометрический двучлен общего вида/(х) = авішх + ЬсовГх

является периодической функцией, обладающей основным периодом,
тогда и только тогда, когда отношение — рационально.

Проведите анализ приведённого доказательства и выясните, каким
образом можно найти основной период тригонометрического двучлена 
общего вида в случае его периодичности.

Покажите, что если з ^ ^, а число Т — любой положительный период
тригонометрического двучлена, то должны выполняться условия

8ІпзТ = 0, 8Іп^Т = 0.
Выведите из этих условий, что найдутся такие натуральные числа тип, 

т 2л 2лдля которых выполняются равенства Т = т • — = п •

Докажите, что в случае взаимно простых чисел тип период Т будет 
основным.

Найдите основной период тригонометрического двучлена, когда з 
иі — взаимно простые натуральные числа.
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Глава 12
КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА

В этой главе определено представление комплексных чисел в тригономет­
рической форме, получена формула Муавра для комплексных чисел и уста­
новлено, как строятся множества корней натуральной степени из комплекс­
ных чисел. Будут рассмотрены примеры функций комплексного переменного 
и связь некоторых из них с перемещениями плоскости. Также приведена одна 
из знаменитых формул Эйлера, с помощью которой определяются некоторые 
степени с комплексными показателями.

§ 1. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКАЯ ФОРМА ■ 
КОМПЛЕКСНОГО ЧИСЛА

1.1. Модуль комплексного числа. Напомним, что комплексное чис- 
ло г = а + Ы, где а и Ь действительные числа, і — мнимая единица, мож­
но изобразить точкой (а;Ь) координатной плоскости.

Иногда удобно считать, что число 2 = а + Ьі изображается вектором, 
связанным с началом координат О, концом 
которого служит точка М(а; Ь) (рис. 1).

Длина вектора ОМ, изображающего комп­
лексное число 2, называется модулем комп­
лексного числа 2 и обозначается как |г|.

По формуле, выражающей длину вектора 
через его координаты, получаем равенство

\г\ = 'Іа2 + Ъ2.

Таким образом, модуль комплексного чис- 
ла г = а + Ъі — это неотрицательное действи­
тельное число ^а2 + Ь2, геометрическим смыс­
лом которого является длина связанного вектора, изображающего 
число 2.

Вопрос. Какими точками изображаются комплексные числа, модуль 
которых равен 1?

1.2. Аргумент комплексного числа. Пусть комплексное число 
2 = а + Ьі, отличное от нуля, изображается вектором длины г = ^а2 + Ь2 > О, 
идущим из начала координат в точку М(а;Ь).
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Величина направленного угла ф между 
осью Ох и вектором ОМ называется аргумен­
том комплексного числа г (рис. 2).

Аргумент ф комплексного числа 2^0 опре­
деляется по-разному, с точностью до чисел, 
кратных 2л. Это значит, что если число ф есть 
аргумент числа г, то число ф + 2пп, где п е К, 
также является аргументом числа г.

Пример 1. Вычислим аргумент числа 
г = 4з - і.

Изобразим в комплексной плоскости число
2 = ^-1 точкой М(ѴЗ; -1) (рис. 3). Опустим 
перпендикуляр МР на ось Ох.

Тогда ОР = Ѵз, МР = 1, а поэтому 
Іё^ОМР = ^\ Следовательно, в треугольнике 

71ОМР угол МОР равен а направленный 

угол между осью Ох и вектором ОМ, отсчиты­
ваемый в отрицательном направлении, ра- 

тс —*вен —$. Выбирая для вектора ОМ направлен­

ный угол в положительном направлении, 
получаем, что в качестве аргумента числа 
2 = 43 - і можно взять ф = 2л -1 (рис. 4).

Аналогично в качестве аргумента числа 
2 = Ѵз — і можно взять любое число вида 

тсф = - 0 + 2л£, где кЕ 7.

Пример 2. Найдём аргумент числа 
2 = -2 + Зі.

Изобразим в комплексной плоскости число 
2 = -2 + Зі точкой 1Т(-2;3) (рис. 5). Тогда
ОК = |2| = ^4 + 9 = Ѵ13. Пусть ф — величина на­

правленного угла, который образует вектор ОК с осью Ох. Тогда из опре­
деления тригонометрических функций направленного угла получаем

2
13

3
81П ф - ^^, СОЭ ф = ~
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Поскольку вектор ОК находится во второй 
2четверти и сой ф = —г=, то в качестве аргумен- 

\ 13
/ 2 \ та числа г можно взять число ф = агссоэ —і= ,

. 3равное числу л - агсэіп

Таким образом, для каждого ненулевого
комплексного числа г определяется его аргу­
мент. Аргумент комплексного числа можно 
вычислить по-разному, но при этом разность 
между любыми двумя аргументами одного и 
того же числа кратна 2л.

Для комплексного числа 0 аргумент не оп­
ределяется.

Вопрос. Какой аргумент имеет комплекс­
ное число (-5)?

1.3. Запись комплексного числа в три­
гонометрической форме. Пусть ненулевое 
комплексное число г = а + Ы изображается 
точкой М(а;Ь) координатной плоскости и мо-
дуль числа z равен г, а аргумент равен ф. рис g

Это означает, что точка М расположена на 
расстоянии г от начала О, а луч ОМ образует 
направленный угол ф с положительным лучом оси Ох (рис. 6). Поэтому 
координаты точки М можно записать в виде (гсоэф; гэіпф). Следова­
тельно,

a = r cos (р, b = г sin ф.
Отсюда

z - а + Ы- гсовф + ігзіпф = г - (совф + і sin ф).
В результате получаем, что комплексное число z можно записать в 

виде
2 = г(С08ф + І8ІПф), (1)

где і----модуль, ф — аргумент числа z. Полученная форма записи числа 
2^0 называется нормальной тригонометрической формой комплексно­
го числа. Обычно для краткости слово «нормальная» опускают и правую 
часть в записи (1) называют тригонометрической формой ненулевого 
комплексного числа.
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Пример 3. Запишем число 2 = -2 + Зі в тригонометрической форме.
В примере 2 из предыдущего пункта было найдено, что г = \г\ = Ѵ13, а

2
13аргумент числа 2 равен ф = arccos Поэтому 2 = V13(cos ф + і sin ф),

где ф = arccos /__ 2J 
' Из/

В итоге число 2 = -2 + Зі записано в тригонометрической форме.
Вопрос. Как записать в тригонометрической форме число 2і?

1.4. ** Один из способов нахождения аргумента ненулевого ком­
плексного числа. Для ненулевого комплексного числа 2 = а + Ы рассмот­
рим равенства а = г созф, b = г зіпф. При а = 0 аргументы числа 2 нужно 
искать среди корней уравнения cosx = 0. При а ^ 0 можно получить ра- 
венство tgф = —, а поэтому аргументы числа 2 являются некоторыми из 

. b корней уравнения tg ф = —.

В случае, когда аргумент ф комплексного числа 2 выбирается из про­
межутка [0;2л), можно сформулировать следующее правило:

если а = 0 и Ь > 0, то ф = ^; если а = 0и&<0, тоф =

если а > 0, то ф = arctg —; если а < 0, то ф = arctg — + л.

Вопрос. Как обосновать это правило?

1.5. Комплексно сопряжённые числа. Напомним, что для комп­
лексного числа 2 = а + Ы число а - Ьі называется комплексно сопряжён­
ным и обозначается через г.

Заметим, для числа а - Ы комплексно сопряжённым числом является 
число а + Ы.

Пусть комплексное число 2 записано в нормальной тригонометри­
ческой форме 2 = г(С03ф + ізіпф). В силу чётности функции/(х) = COSX 
выполняется равенство созф = соз(-ф), а в силу нечётности функции 
g(x) = sinx имеет место равенство -зіпф = зіп(-ф). Отсюда и из того, что 
комплексное число 2 в алгебраической записи имеет вид 2 - г • созф + 
+ (г • зіпф)/, следует, что комплексно сопряжённое к нему число записы­
вается в виде 2 = г - созф - (г • зіпф)/, и поэтому нормальная тригономет­
рическая форма числа 2, комплексно сопряжённого к числу 2 = г(созф + 
+ І ЗІПф), имеет ВИД 2 = r(cos (-ф) + І sin (-ф)).

Вопрос. Почему модуль комплексного числа 2 совпадает с модулем 
комплексно сопряжённого для него числа 2?
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Контрольные вопросы и задания ■

1. Каким вектором изображается комплексное число г = а + Ы, где 
аиЬ — действительные числа?

2. Как определяется модуль комплексного числа?
3. Что называется аргументом ненулевого комплексного числа?
4. Как связаны между собой аргументы одного и того же комплексно­

го числа?
5. Что называют алгебраической формой записи комплексного 

числа?
6. Что называют нормальной тригонометрической формой записи не­

нулевого комплексного числа?
7. ** Какой способ нахождения аргумента ненулевого комплексного 

числа вы знаете?

Задачи и упражнения ■

1. Изобразите векторами комплексные числа:
а)з = 2 + і; б)з = 2-і; в)2 = -і;

г)2 = -3 + 4і; д)г = -3-4і.
2. Комплексные числа 21 и г2 изображаются векторами ОМ1 и ОМ2. 

Каким вектором можно изобразить разность 2г - 22?
3. * Докажите, что ^ + 22| < 1^1 + |г2| при любых комплексных гг и 22.
4. Комплексное число 2 имеет аргумент (р. Какой аргумент имеет:
а) противоположное число -2;
б) число, противоположное комплексно сопряжённому числу 2?
5. Вычислите модуль и аргумент комплексного числа:

і Ѵз
а)2 = 1 + і; б)2 = -1 + і; в) 2 = ^—х-і;

г) 2 = 4 - і; д)** 2 = 1 + Ѵ2 + і.
6. Запишите в тригонометрической форме комплексное число:

г)2 = -1; д)2 = 1 + 5і; е)* 2 =-сое ^ - і эіп ^;

ё)*2 = соз^-і8Іп^; ж)** 2 = 1 + Ѵ2 - і.
ОО
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7 . Модули комплексных чисел 2Ѵ 22, 23, 24, 25, z6 равны 1, а аргумен­
ты равны соответственно 0°, 60°, 120°, 180°, 240°, 300°. Вычислите сум- 
«УЛ + ^ + ^ + ^ + гі4-^

8 .* Какое множество точек комплексной плоскости задаётся условием: 
а)|2 + 1| = 1; б)|г + 1|<1; в)|г-і| = 1; r)3<|z + i|<5?
9 .** Какое множество точек комплексной плоскости задаётся условием:
а) |г - 2| = |2 + 4г|; б) аргумент 2 равен 60°; в) 2 • 2 = І2 - L2?

■ Тесты
Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Чему равно произведение (2 - і) • (1 + Зі)?
1)-1 + 7і 2)5-7і 3)1 + 5і 4)5 + 5і
1.2. Чему равен модуль числа 1 - ѴЗі?
1)1 2)Ѵ2 3)2 4)4
1.3. Чему равен аргумент числа 2 - 2і?

4 4 ^^4 4
1.4. Чему равен минимальный положительный аргумент числа -1 + 2і?
1) arctg 2 2) arctg (-2) 3) л - arctg 2 4) 2л - arctg 2

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Как может изображаться в комплексной плоскости множество 

всех чисел 2 таких, что аргумент 2 равен ос?
1) точками луча, включая его начало
2) точками прямой
3) точками луча, исключая его начало
4) точками, лежащими на окружности
2.2. Какие из уравнений задают прямую?
1) |2 + 1| = 2 - і 2)\г - 2і\ = \г + 2і\
3) |22 + і| = |г- 1| 4) |22 + 1| = |22 - і|
2.3. Как может изображаться в комплексной плоскости множество 

всех чисел 2 таких, что |2 - т| = |2 - п|, где т е С и п е С?
1) точками, лежащими на оси Ох
2) точками, лежащими на прямой
3) точками, лежащими на луче
4) точками, лежащими на окружности
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2.4. Какие значения может иметь аргумент числа 1 - Ѵзі?

l)-f 2)| 3)у 4)^

§ 2. УМНОЖЕНИЕ И ДЕЛЕНИЕ КОМПЛЕКСНЫХ ■ 
ЧИСЕЛ В ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКОЙ ФОРМЕ

2.1. Умножение комплексных чисел в нормальной тригономет­
рической форме записи. Комплексные числа, записанные в нормаль­
ной тригонометрической форме, легко перемножить.

Пусть требуется перемножить числа 2г = г1(соэф1 + ізіпф1) и 
г2 = r2(cos ф2 + i sin (р2). Тогда

zi ’ г2 ~ гі ‘ г2' (cos Фі + ^ s^n Фі) ’ (cos Фг + z sin %)=

= ^ ' ^2 ’ (cos ф1 • COS ф2 + і sin фх • COS ф2 + І COS фх • sin ф2 + i2 sin фх • sin ф2) = 
= ^ ' ^2 ‘ ((C0S Ф1 ' C0S Ф2 ~ Sin Ф1 ' sin Ф2) + * (^П Ф1 * C0S Ф2 + C0S Ф1 ’ S^n Ф2)) “ 

= (G • ^2) • (COS^ + ф2) + Z 8Іп(фх + ф2)).
Следовательно,

^ * 22 = (^ • r2) • (cos^ + ф2) + z эіп(ф1 + ф2)).

Произведение модулей двух комплексных чисел равно модулю про­
изведения сомножителей, а сумма аргументов сомножителей является 
аргументом произведения.

Пример 1. Пусть zr = 2(cos 20° + i sin 20°), г2 = 3(cos 25° + i sin 25°).
Тогда
^ • z2 = 2 • 3 • (cos(20° + 25°) + z sin(20° + 25°) = 6 • (cos 45° + i sin 45°) = 

= 6-(^ + i- ^кзѴ2 + зѴ2і.

Вопрос. Как находить модуль и аргумент произведения трёх комп­
лексных чисел?

2.2. Деление комплексных чисел, записанных в тригономет­
рической форме. Пусть комплексные числа 2Х и г2 заданы в тригоно­
метрической форме: 2Х = Гх' (со8фх + І8ІПф1), 22 = Г2 • (COS ф2 + І8ІПф2), 
г2 ^ 0 и z2 число, сопряжённое к числу з2. Тогда, в силу пункта 1.5, 
22 = Г2 • (cos (-ф2) + i sin (-ф2)).

Умножая делимое и делитель отношения ~ на число г„, комплекс- 

но сопряжённое числу з2, и учитывая, что cosO = 1, sinO = 0, получаем
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2і равенства: — 21'22 г1 ' (cos Ф1 + * Sin Ф1) ’ r2 ’ (C0S (“Ф2) + І Sin (“Фг)) 

22 ■ 22 r2 ' (cos Ф2 + i sin Ф2)' r2 ■ (cos (“Фг) + іsin (“Фг))

r. • (cos (ф. - ф?) + і sin (ф. - ф„)) г.
= -± . (COS (Ф1 - Ф2) + і sin (Ф1 - ф2)). 

г2 • (cos (ф2 - ф2) + I Sin (ф2 - ф2)) г2

Таким образом,
модуль частного двух комплексных чисел равен частному модулей 

делимого и делителя, а разность аргументов делимого и делителя двух 
комплексных чисел является аргументом их частного.

Пример 2. Представим в тригонометрической форме число ^_ / .

Запишем делимое и делитель в тригонометрической форме:

Ѵз - і = ^(Ѵз)2 + (-1)2 ’ 1^ + і • -j = 2 • I cos -^ + і sin

1 - І = ^l2 + (~l)2 J 9 + і *

По правилу деления комплексных чисел, записанных в нормальной 
тригонометрической форме, получаем:

1 - і Ѵ2 -77 + т + I Sin -7г + — = Л/2 ’ COS—77 + I Sin 777г6 4/ 16 4// \ 12 12)

Вопрос. Чему равен модуль и аргумент частного ~1 + і^
1 + і '

2.3. Формула Муавра. Пусть z = г (cos ф + i sin ф). По правилу произ­
ведения комплексных чисел, записанных в нормальной тригонометри­
ческой форме,

z2 = (т" (cos ф + i sin ф)) • (г • (cos ф + i sin ф)) =

= г2 • (соэ(ф + ф) + і эіп(ф + ф)) = г2 • (cos 2ф + i sin 2ф).
Аналогично можем записать куб числа г:

г3 = z2 • z = (г2 ■ (cos 2ф -I- i sin 2ф)) • (г • (cos ф + i sin ф)) =

= (г2 • г) • (соэ(2ф + ф) + і эіп(2ф + ф)) = г3 • (cos Зф + i sin Зф).

Продолжив этот процесс далее, для произвольного натурального чис­
ла п получим:

zn = rn ' (cos Пф + І sin Иф).
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Эта формула называется формулой Муавра, по имени британского 
математика Муавра (1667—1754).

В частности, при r = 1 формула Муавра принимает вид
(cos (р + i sin ф)л = cos тир + i sin тир.

Пример 3. Возведём число 1 + і в 20-ю степень.
Запишем число 1 + і в тригонометрической форме:

1 + т = • cos 4-1 sin\ 4 4По формуле Муавра
(1 + т)20 = (V2)20 • (cos (20 ’ ^ + i sin (20 • ^ = 210 • (cos 5л + i sin 5л) =

= 1024 • (cos л + i sin л) = -1024.
Вопрос. Чему равно (-1 + /Ѵз)8?

2.4. * Тригонометрические функции кратного аргумента. Форму­
ла Муавра позволяет вычислять синусы и косинусы кратных углов.

Например, при и = 2 по формуле Муавра имеем:
(cos (р + i sin ф)2 = cos 2ф + i sin 2ф.

Непосредственно возведя в квадрат левую часть, получим
(cos ф + i sin ф)2 = cos2 ф - sin2 ф + i • 2sin ф • cos ф.

Следовательно,
cos 2ф + i sin 2ф = cos2 ф - sin2 ф + j • 2sin ф • cos ф.

По условию равенства комплексных чисел имеем:
cos 2ф = cos2 ф - sin2 ф, 
sin 2ф = 2sin ф • cos ф.

Аналогично при п = 3 находим:
cos Зф + i sin Зф = (cos ф + i sin ф)3 =

= cos3 ф + Зі cos2 ф • sin ф + Зі2 • cos ф • sin2 ф + і3 • sin3 ф = 

= (cos3 ф - 3cos ф • sin2 ф) + i(3cos2 ф • sin ф - sin3 ф).
Отсюда

cos Зф = cos3 ф - 3cos ф • sin2 ф, 
sin Зф = 3sin ф • cos2 ф - sin3 ф.

Вопрос. Как доказать, что для любого целого числа п и любого действи­
тельного числа ф выполняется равенство (cos ф - і sin ф)л = cos п^> - і sin пф?
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■ Контрольные вопросы и задания

1. Как найти модуль и аргумент произведения двух комплексных чи­
сел, заданных в нормальной тригонометрической форме?

2. Как найти модуль и аргумент отношения двух комплексных чисел, 
заданных в нормальной тригонометрической форме?

3. Выразите sin3(p и cos3(p через эіпф и coscp с помощью формулы 
Муавра.

4. Запишите и докажите формулу Муавра.

■ Задачи и упражнения

1 . Вычислите произведение:
л ... л cos^ + z sin-^ л . . . л cos+ zsiiit? ; . 6 о/

л ... л cos-^ + zsin^ ( о о
л . . л COST? - ZSin^ . о 6

2 . Запишите в тригонометрической форме число:
... Ѵ2 - 1 - і

Г ^4 - 2л/2 ’

3 .* С помощью формулы Муавра докажите, что 
cos 4ф = 8cos4 ф - 8cos2 ф + 1.

4 . Запишите в алгебраической форме число:

а) (1-і)10; б)(Ѵз-і)6; в) |-cos^ - і sin^ г)** (-1-іѴз)8.

5 .* Пусть ф є Д. Представьте в тригонометрической форме число:
а) sinф + іcosф; б) (-совф + івіпф)3; в)-sinф - іcosф;

г) —---------------; д) 1 + і • tgф.slnф-zcosф Y
6 .** Пусть г = соэф + івіпф, причём 0 < ф < ^. Запишите в тригоно­

метрической форме число:
а ) 1 + г; б) г2 + г3; в) г + —;

г)1 + г + г2; д)г-23; е) ^ ^

7 .** Докажите, что если г. + 29 4- 2 = 0 и Іг.І = |г9| = |г„| = 1, то точки 
г2, 23 являются вершинами правильного треугольника.

8 .** При а = ^Х- вычислите сумму 5 = 1 + а + а2 + ... + а19.

9 .** Вычислите сумму а + а2 + ... + а1000 при а = ^—х—-.
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§ 2. Умножение и деление комплексных чисел в тригонометрической форме ■

Тесты ■
Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Какова запись числа 3 - Ѵз/ в нормальной тригонометрической 

форме?
1) 2^3 (cos^ + sin^-j 2) Ѵб (cos^ - sin^j

3) 2^3 ^cos^-^ 4- sin^-|| 4) Ѵб ^cos^-^ + sin^-^^

1. 2. Чему равняется (3 4- Ѵз/)3?
1)-24ѴЗ 2) 24^3і 3)12 4)-12і
1 о тт / ТС ТС \ / ТС ТС
1. 3. Чему равняется cos-y + JSin-y • cos^- + isin^- ?

1)-1 2) і 3)1 4)-і

1. 4. Какова запись числа 
форме?

і - 1
2 + 2і в нормальной тригонометрической

1і х 11 Л . . Л1) COS-^ - і SIH^-2 2) -у cos-у + isin^2

COS^ + iSin-^ л . . л COSyr - ZSIOt?

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Какие из приведённых значений являются аргументами числа

1) — 7 6 2)~f 3>Т 4)-^ 
’ 6

2.2. Для каких из указанных чисел выполняется равенство г3 = -г?

^ 2 г 2 2) —г=1--- 7= 3) ---- 77гѴ2 Ѵ2 7 2 2 4) 2 2і

2.3. Каким из указанных выражений равно частное
л ... лCOS^ + I Sin-o о о

7л 7л
1) COSy^ + іЗІПук

ox 17л . . 17л3) COS^y - I Sin-yy1Z 1Z

2) COSyy + ISlHyy

13л . . 13л4) COS^- - l Sin~yy 1Z 1Z

Л . . Л cos-г - ism-r 
4 4

2.4. У каких комплексных чисел есть аргумент, принадлежащий про- 
межутку I-л; —2 I ?

1)2-і 2)1 + 2і 3)-4-z 4)-2-3z
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■ Глава 12. Комплексные числа

■ §3. ИЗВЛЕЧЕНИЕ КОРНЕЙ 
ИЗ КОМПЛЕКСНЫХ ЧИСЕЛ

3.1. Корни из комплексного числа. Пусть п — натуральное число, 
большее 1.

Корнем п-й степени из комплексного числа г называется каждое та­
кое ЧИСЛО IV, что юп = 2.

При 2 = 0 корень п-й степени из 2 находится легко. Действительно, 
если wn = 0, то тогда |и?"| = 0, ^\п = 0, \іѵ\ = 0, а поэтому іг = 0.

В отличие от действительных чисел, для ненулевых комплексных чи­
сел через ^2 обозначают множество всех корней п-й степени из числа г. 
Иногда элементы этого множества называются значениями корня п-й сте-
пени из числа 2.

При 2^0 корни п-й степени удобно находить, записывая комплекс­
ные числа в тригонометрической форме.

Пример 1. Найдём корни кубические из числа

Запишем число 2 в тригонометрической форме: г = -1 + іуЗ =
J 2л . . . 2л)Icosx* +isiny.\ О О / 3

Обозначим какой-то корень из множества л/Г через w и запишем его в виде 
ir = g(cos0 + isinO).

Поскольку w3 = 2, то
g3(cos 30 + i sin 30) = 2(cos^ + i sin^j.

2к $/—Следовательно, ^3 = 2, 30 = -д- + 2як, где к є Z. Отсюда q = у2,
Ѳ = -д- + -5-, где^є Z.

у з/----------
В итоге множество ѵ-1 + і\3 состоит из комплексных чисел вида

... /2л . 2nk' + ZSinl-g- + -3- I, где к є Z. Подставив вместо к различ­
ные целые числа, получим три различных корня из данного комплексно­
го числа:

^0

іе

^2

2л . . . 2л) cos -5- + і sin -77- ;

' 8л . . . 8л) cos-x- + 1 sin-тг- ;
У У /
14л , . . 14л) COS-y- -I- ism—X- .
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§ 3. Извлечение корней из комплексных чисел ■

Таким образом, множество ^-1 + іл/з состоит из трёх различных комп­
лексных чисел (рис. 1).

В общем случае получим: множество ^г(со8ф + і sin ср) состоит из п раз-

личных комплексных чисел вида 
А = 0,1, 2,... ,п - 1.

2пк\ , . .---- + I sin П J
і 2лЛИ+ —- , где

П II

Вопрос. Из каких комплексных чисел со­
стоит множество Ѵі?

3.2. ** Формула корней из комплексно­
го числа. Рассмотрим в общем случае извле­
чение комплексных корней.

I. Пусть 2 ^0 И 2 = г (cos (р + i sin ф).
Обозначим один из корней множества ^2 

через w и запишем его в виде
w = g(cos 0 + i sin 0). Рис. 1

Поскольку wn = 2, то приходим к равенству
7"(cos пѲ + І sin 710) = r(cos ф + і sin ф).

Следовательно, qn - г, пѲ = (p + 2пк, где к е Z. Отсюда q = ^, 0 = — + ^^, 
mekez. " "

Таким образом, множество ^r(cos<p + isin<p) состоит из комплексных 
чисел вида

п £ + 2^ 
п п — Ч------ , где кЕ Z.Л п

Докажем, что среди записанных значений есть только п различных 
комплексных чисел. Рассмотрим сначала значения ^ = 0, 1, 2, ..., п - 1. 
Получим корни:

пі—/ Ф . • ФІігп = yr cos— + z sin— ; 0 \ n n)

/ Ф . 2л) , . . / Ф , 2л))w. = yr cos — -I---- + z sin — -I------ ;1 \ \n n) \n П

/ф , Q 2л). . . /ф , о 2л)) zr„ = \r cos — + 2 • — + zsin — + 2---- ;2 \ \п п \п п

/ Ф , / і \ 2л , . . Ф , , 1 ѵ 2л))w . =уг cos — + (тг - 1) • — + zsin — + (тг - 1) • — я-1 \ \я п \я п
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■ Глава 12. Комплексные числа

О ПІВсе эти корни имеют модуль, равный yr. По- 
этому они изображаются точками окружности 
радиуса у г с центром в начале О системы коор­
динат. Вектор, идущий из точки О в точку ш0, 
образует с осью Ох угол ^. Вектор, идущий из 

точки О в точку wv составляет с осью Ох угол 
Ф , 2л о ~— 4---- . Вектор, идущии из точки О в точку IV2, 

п I О 2лсоставляет с осью Ох угол — 4- 2 • —, и так да­

лее. Центральный угол между двумя соседни­
ми векторами равен ^. Таким образом, корни 

ш0, іѵѵ ..., w г изображаются вершинами правильного n-угольника, впи­
санного в окружность радиуса Ут с центром в начале системы координат. 
На рис. 2 изображены корни седьмой степени из некоторого комплекс­
ного числа.

II. Рассмотрим произвольное целое число к. Разделив его на и с остат­
ком, получим

k = mn + s, где 0 <s <п-1.
Аргумент корня wk при выбранном значении к равен

ф + 2пк _ Ф + 2п(тп 4- s) _ ф + 2лз 
п п п

Следовательно, он отличается от аргумента корня ws на 2пт. Отсюда 
следует, что іѵк = ivg. Это и означает, что іѵк совпадает с одним из корней 
^0’ ^р — ^р

В итоге получаем следующий результат.
Корень п-й степени из числа 2^0 имеет в точности п различных 

комплексных значений.
Вопрос. Сколько различных комплексных корней имеет уравнение 

х5 + 1 = 0?

3.3. Комплексные корни из 1. Пусть п — натуральное число. Для 
вычисления комплексных корней п-й степени из числа 1 запишем его 
в тригонометрической форме:

1 = 1- (cos 0 4- isinO).
Из общей формулы следует, что множество W состоит из чисел вида 

. / 2пк . . . 2ик\ , ~1 • cos І-1 sin , где к є Z. \ n---------n
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§ 3. Извлечение корней из комплексных чисел ■

При & = О, 1, 2, ..., п - 1 получаем все различ- 
ные элементы множества 41:

Ео = cos 0 + і sin 0 = 1;
2л . . . 2л Е. = cos---- 1-1 sin—;1 п п
4л , . . 4л Е„ = cos---- F ism—;2 п п

2л(п - 1) . . . 2л(п - 1)є . = cos— ------ - -F і sin—1----- zn n
Эти корни изображаются вершинами пра­

вильного п-угольника, вписанного в окружность радиуса 1 с центром О, 
причём одной из его вершин является точка (1;0). На рис. 3 изображены

корни третьей степени из 1, равные 1, -1 + і^ -1 - іѴз
2 ’ 2

В дальнейшем для полученных выше элементов множества у1 будем
использовать обозначения Еп, £., Ео, ... , Е ..

Вопрос. Какие корни имеет уравнение х6 - х = 0?

3.4. Свойства корней из 1. Заметим, что каждый из комплексных 
корней п-й степени из единицы можно получить с помощью арифмети­
ческих операций из корня £г Действительно,

2 / 2л . . . 2л\2 4л 4лЕ. = cos---- Fi sin— =cos Fi sin— = £„, 1 \ n n n n 2

£. = COS------ Fl Sin---- =COS------ Fl Sin----= £„ 1 \ n n / n n 3
и так далее.

В общем виде приходим к равенству

к 2пк , . . 2л£
Е. = COS--------- F 1 Sin------ = Е,.
1 П П к

Вопрос. Пусть Ег — значение корня пятой степени из 1. Чему равно 
число (еД-8?

3.5. Сумма корней из 1. Докажем, что сумма всех корней п-й степе­
ни из 1 равна 0. Действительно,

1 - £ л 1-1
£п + £. + Е9 + ... + £ . = 1 + £. + £.2 + ... + Е/ 1 = ---- -  = з------= 0.012 11 1 1 - £х 1 - £х

Вопрос. Чему равно произведение всех корней п-степени из единицы?

351



■ Глава 12. Комплексные числа

3.6. ** Представление корней из комплексного числа с помощью 
корней из 1. В пункте 3.2 было показано, что множество 
л/г(совф + і sin ф) состоит из комплексных чисел вида

«Н IФ і 2л^\ , • • / Ф , 2л&й 7 л і іw,- Nr cos—I------ + і sin — H-------- , где к = 0, 1, , и - 1.к \ \П п I \п П
Для каждого числа wk выполняются равенства:

«Н Ф і • • ФИ 2л^ , . . 2л^ïіѵ. = Nr cos—Н г sin— • cos 1- г sin  = k \ n n) \ n--------------- n I
Ф і • • ФЫ 2л . 2л^=Nr COS — + l sin— • COS h і sin— . \ n n) \ n------------n)

/ 2л , . . 2л\Отсюда И ИЗ ТОГО, ЧТО ^ = Icos — + I sin — I, получим

wk = w0‘ ^, k = 0, 1, ... , n - 1.

Пример 2. Число і^0 = 1 + і является значением кубического корня из 
числа -2 + 2і, так как (1 + і)3 = -2 + 2/. Поэтому числа

іг2 = (1 + і)|
-1 - іѴз\ _ -і + Ѵз + (-1 - Ѵз)і

2 / 2

также являются элементами множества ^-2 + 2і.
Вопрос. Сколько различных комплексных корней имеет уравнение 

г5 = (г)6?
3.7. ** Пример использования корней из 1. Пусть ег = cos h isin— , 

где п — натуральное число, большее 2. Тогда

£

Поэтому

1— = cos
£1

+ і sin 2л . . 2л = COS----- ISHI----.
П п

2л 1COS---= п 2
. 2л sin— = п 1

Аналогично для произвольного натурального к< п - 1 получаются ра­
венства

2лкcos----- п
. 2л^ sin----- п

Такое представление тригонометрических функций позволяет вычис­
лять некоторые суммы.
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§ 3. Извлечение корней из комплексных чисел ■

Пример 3. Найдём созу + созу + созу.

Рассмотрим ех при /г = 7, то есть ех = сову- + і зіп-у. Из равенств данно­
го пункта имеем

2л. 4л . 6л 1/ .1.2,1,з,1
СОЭу + СОЗу + СОЗу = у ^ + ~ + £[ + у + Ч + ^з

= 1 + Ё! + Є* + е? + е5 + £®) =

= (1 + £х + £^ + £^ + ^і + £^ + ^і ~ £і) - “йТз(0 “ еі3) ~ “ о4

Таким образом, сов^ + соз^ + соз^ = -і.

„ 2л 4л 8лоВопрос. Чему равно произведение СОЭ-у • сову- • сову?

Контрольные вопросы и задания ■

1 . Как определяется корень п-й степени из комплексного числа?
2 . Запишите общую формулу для корней п-й степени из комплексно­

го числа 2 ^ 0, представленного в тригонометрической форме.
3 .** Докажите общую формулу для корней п-й степени из числа 2^0.
4 .** Как расположены на координатной плоскости точки, изображаю­

щие корни п-й степени из комплексного числа?
5 . Запишите кубические корни из числа 1.
6 . Запишите корни п-й степени из числа 1.
7 . Докажите, что сумма всех корней п-й степени из 1 равна нулю.

Задачи и упражнения ■

1. Найдите:
а) ѴГ; б) ^8/;

д)О4; е)АЁ;

в) ^8 + і • 8ѴЗ;

ё) Ѵ-4 + ^48 • і.

г) ^8;

2. Решите уравнение:
а) х4 + 8 + 8ѴЗі = 0;
в) х2 + х + 1 = 0;

б) х2 - 2іх -5 = 0;
г)* х3 + х2 + х + 1 = 0;

д)** х5 + х4 + х3 + х2 + х + 1 = 0.
3 .** К точке приложено 20 сил, причем угол между двумя последова­

тельными силами равен 45°, а модули сил составляют геометрическую
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■ Глава 12. Комплексные числа

прогрессию, первый член которой равен 1, а знаменатель равен у2. Най­
дите величину и направление равнодействующей силы.

4 .* Докажите, что произведение и частное двух корней п-й степени из 
числа 1 также являются корнями п-й степени из 1.

5 . Покажите, что корни п-й степени из 1 изображаются вершина­
ми правильного п-угольника, симметричного относительно оси Ох. 
Для каких п этот многоугольник симметричен также относительно 
оси Оу?

6 .** Докажите, что уравнение х6 + х5 + х4 + х3 -I- х2 + х + 1 = 0 не имеет 
действительных корней.

7 .* Найдите такое наименьшее натуральное число п, для которого 
(1+і)" = (1-і)п.

8 .* Найдите все комплексные корни уравнения:
а)з2 + г = 0; б)г3 + |г| = 0; в)з5 = 2.
9 .** Сколько корней в множестве комплексных чисел имеет урав­

нение:
а)2100 = (2)99; б) г100-(г)100?

■ Тесты
Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Вершинами какой фигуры на координатной плоскости являются 

все корни четвёртой степени из комплексного числа -1?
1) ромба с углом 60°
2) квадрата со сторонами, параллельными координатным осям
3) квадрата со сторонами, параллельными биссектрисам первой и вто­

рой четверти
4) прямоугольника со сторонами, параллельными биссектрисам пер­

вой и второй четверти
1.2. Какой вид имеют корни третьей степени из Ѵзі + 1?

1)\4 cosk + + sml 9 + > где £ = 0, 1, 2

2) 5/4 cosl g + у - sinh + у , где к = 0, 1, 2

очзпг/ (я I кп\ . . /л . кп\\ , ліо 3)\2 cosl 9 + у + Sinh + J > гдеЬ0,1,2

(п,2кл\, . /л , 2&7СЙ , п о4) Ѵ2 Icosl у + -у I + sink + -у , где Ь О, 1,2
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§ 4. Линейные функции комплексного переменного ■

1. З.* Сколько корней имеет уравнение г3 = г2?
1) 3 корня 2) 4 корня 3) 5 корней 4) 6 корней
і л тт 2лА . . . 2 л А / “1. 4.* Пусть е. = соз^пг + і эш-ул-- л-и корень двенадцатой степени из

единицы. Чему равно произведение (г - е3)(г - Е6)(г - Ед)?
1) г3 + г2 + г + 1 2) г3 - г2 + 2 - 1
3) г3 - е3 - е6 - е9 4) (г - е6)3

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Корни чётной степени из действительного числа изображаются на 

координатной плоскости. Какие особенности имеет это множество?
1) симметрично относительно начала системы координат
2) симметрично относительно оси Ох
3) симметрично относительно оси Оу
4) симметрично относительно прямой, проходящей через начало сис­

темы координат и точку, изображающую любой из корней
2.2. Какие из указанных чисел являются элементами множества Ѵ-Т?
1) соз^ + / эіп^ 2)соз^-7зіп^

ОО ОО

2л , . . 2л 2л . . 2л3) СОЗ"^- + 7 31П-у 4) СОЗлу - 7 ЭІП-^-
ОО ОО

2.3. Какие из указанных чисел являются значениями корней второй 
степени из числа г = -5 -127?

1)-2-Зі 2)-2 + 37 3)2-37 4)2 + 37

2.4. * Пусть е0 = соэ^ + 7 зіп^. При возведении каких из указанных чи­

сел £ в натуральные степени можно получить все корни 8-й степени из 1?
1)^е2 2)г = Е3 ЗИ = Е04 4Н = е05

§4. ЛИНЕЙНЫЕ ФУНКЦИИ ■ 
КОМПЛЕКСНОГО ПЕРЕМЕННОГО

4.1. Функции комплексного переменного. Ранее в курсе матема­
тики постоянно рассматривались числовые функции действительного 
аргумента. В некоторых задачах оказываются полезными функции ком­
плексного аргумента.

Функцией / комплексного переменного г называют правило, которое 
каждому комплексному числу г из множества Л комплексных чисел
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■ Глава 12. Комплексные числа

ставит в соответствие однозначно определённое комплексное число ю 
из подмножества Е множества С комплексных чисел. Записывают это 
соответствие в виде w = /(г). Множество Е называется областью опреде­
ления функции/, а множество Е называется областью значений функ­
ции/.

Одним из способов задания функции комплексного переменного яв­
ляется запись формулы, по которой вычисляют значения функции. При 
формульном задании функции, если отдельно не указана область опре­
деления, предполагают, что область определения совпадает с множест­
вом тех значений аргумента, при которых выполнимы все операции, 
участвующие в записи формулы, а в качестве области значений выбира­
ют множество всех тех комплексных чисел іѵ, для которых существует 
такое 2 е Е, что іѵ = /(г). Например, функция /(г) = ^2 4- ^| определена 

ДЛЯ всех 2 Е С, 2^0.
Функции действительного аргумента можно считать частным случа­

ем функций комплексного переменного, так как такие функции опреде­
ляются на подмножествах множества R действительных чисел, которое 
является частью множества С комплексных чисел.

Вопрос. Какова область значений функции, заданной формулой 
/(г) = + -I?

4.2. Функция ^г) = г + т и параллельный перенос. Выберем и 
зафиксируем комплексное число т = а + Ы, где а, Ь е R. Рассмотрим 
функцию /(г) = г + т, определённую на множестве С. Пусть 2 = х + уі и 
/(г) = хг + ур, где х, у, хр ух — действительные числа. Тогда

хі + ^? = (х + уі) + (а + Ы) = (х + а) + (у + Ь)і.
Изобразим комплексные числа 2 и г + т точками координатной плос­

кости. Мы видим, что функция /(г) = 2 + т переводит точку 2 с коорди­
натами (х;у) в точку ш с координатами (х^у^ 
так, что хх = х + а, ух = у + Ь.

Полученное правило преобразования коор­
динат точек совпадает с правилом преобразо­
вания координат при параллельном перено­
се, определяемом парой чисел (а;Ь), причём 
(а;Ь) — это координаты точки, изображаю­
щей комплексное число т (рис. 1). Можно 
сказать, что функция Дг) = 2 + т задаёт па­
раллельный перенос координатной плоскос-Рис. 1
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ти, определяемый комплексным числом т, или параллельный перенос 
на т.

Вопрос. Пусть т е С. Какое преобразование координатной плоскости 
определяет функция f(z) = 2 - т, где 2 ^ С?

4.3. Функция f(z) = mz и поворот. Выберем и зафиксируем ком­
плексное число т, модуль которого равен 1, а аргумент равен ф. Тогда 
т = cos ф + і sin ф. Рассмотрим функциюДз) = тг, определённую на мно­
жестве С.

Если 2 - 0, то W - /(0) - т - 0-0.
Если 2*0, то запишем это число в нормальной тригонометрической 

форме: 2 = г (cos ос + і sin ос). По правилу умножения чисел, записанных в 
нормальной тригонометрической форме, имеем

^=f(z) = mz = (cos ф + І sin ф) ’ r (cos a + І sin oc) = 
= r (cos(a + ф) + і sin(oc + ф)).

Изображая комплексные числа 2 и /(г) в координатной плоскости, по­
лучаем, что функция f(z) = m2 переводит точку 
2 с координатами (rcosa; rsinoc) в такую точ­
ку ст с координатами (х^у^, что х1 = rcos(a + ф), 
у} = rsin(a + ф).

Полученное правило преобразования коор­
динат точек совпадает с правилом преобразо­
вания координат при повороте относительно 
начала координат на угол ф (рис. 2). Таким 
образом, при |т| = 1 функция /(г) = тг опреде­
ляет поворот координатной плоскости отно­
сительно начала системы координат на угол, 
величина которого равна аргументу числа т.

Вопрос. Какое преобразование координатной плоскости определяет 
2 V2 V2функцияДг) = — при т = -^- + ^~і?

4.4. ** Функция f(z) = tz при t є R и гомотетия. Выберем и зафик­
сируем положительное действительное число t. Рассмотрим функцию 
f(2) = t2, определённую на множестве С. Пусть 2 = х + уі. Тогда

W = Хг + ур =f(2) = t(X + уі) = tx + tyi.
Изображая комплексные числа 2 и f(2) точками координатной плос­

кости, получим, что функцияf(2) = t2 переводит точку 2 с координатами 
(х;у) в точку w с координатами (х^у^ так, что хг = tx, ух = ty.
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Рис. З

Полученное правило преобразования коор­
динат точек совпадает с правилом преобразо­
вания координат при гомотетии с центром в 
начале системы координат и коэффициентом t 
(рис. 3). Следовательно, при £ > 0 функция 
f(z) = tz определяет гомотетию координатной 
плоскости с центром в начале системы коор­
динат и коэффициентом t.

Вопрос. Какое преобразование координат­
ной плоскости определяет функция f(z) = -Z, 
где Z Е С?

4.5. Повороты в комплексной плоскости. 
Рассмотрим функцию f(z) = a(z - т) + т, где 
а = cos ф + i sin ф, а ^ 1. Для каждого z е С 
точка z - т получается из точки z параллель­
ным переносом на -т (рис. 4). Далее, точка 
a(z - т) получается из точки z - т поворотом 
относительно точки О на угол ф (рис. 5). На­
конец, точка a(z - т) + т получается из точки
а(г - т) параллельным переносом на т 
(рис. 5). Заметим, что при параллельном пе­
реносе на т точки г - т, О, а(г - т) перехо­
дят соответственно в точки г, т, а(г - т) + т. 
Поскольку точка а^ - т) получается из точ­
ки z - т поворотом относительно точки О на 
угол ф, то после параллельного переноса на т 
точка а(г - т) + т получается из точки г по­
воротом относительно точки т на угол ф.

Пример. Функция /(г) = а(г - т) + т при 
2л 2л о .а = соэ-у + 181П-Х- и т = 3 ~ і определяет пово-

рот координатной плоскости относительно точки 3 - і на угол -у.

Вопрос. Какое преобразование координатной плоскости определяет
функция f{z} = i(z - 1 - 2і) + 1 + 2і?

4.6. ** Геометрический смысл линейных функций в комплекс­
ной плоскости. Пусть /(г) = аг + Ь, где а и Ь — заданные комплексные 
числа.
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При а = 1 и произвольном Ь функция имеет вид/(2) = 2 + Ь и определя-
ет параллельный перенос на комплексное число Ь.

При а / 1, |а| = 1 и произвольном Ъ составим равенство аг + Ь =

= а(г - т) + т, откуда получим й - (1 - а)т, т = ^ _ ^. Из предыдущего
пункта следует, что функция /(г) = аг + Ь определяет поворот плоскости

Ь 
1-аотносительно точки на угол, равный аргументу числа а.

При остальных ненулевых значениях а и произвольных Ь функция 
Дг) = аг + Ь определяет преобразование подобия плоскости. Другими сло­
вами, существует такое положительное число к, что после преобразова­
ния расстояние между любыми двумя точками изменяется в к раз.

Действительно, рассмотрим на плоскости произвольные точки 
(х^у^ и (х2;у2), определяемые комплексными числами г1 = хт + іух и 
22 = х2 + ^2* Функция /(г) = аг + Ь переводит эти точки в точки 
w1 = аг1 + Ь и w2 = аг2 + Ь. Расстояние между точками гг и 22 равно моду­
лю \гг - 22|, а расстояние между точками w1 и w2 равно

1/(^1) -/(22)| = ^ - ш2| = |аг1 + &| - (аг2 + &)| = |а| • \гг - г2\.
Поскольку 21 и 22 — произвольные комплексные числа, то функция 

/(г) = аг + Ь определяет преобразование подобия.
Вопрос. Какое преобразование плоскости определяет функция 

/(г) = (4-30г +25?

4.7. Функция Цг) = г и симметрия относительно действительной 
оси. В пункте 4.5 было показано, что при |п = 1| функция/(г) = аг + Ь, где 
а и Ь — заданные комплексные числа, определяет либо параллельный 
перенос, либо поворот. Рассмотрим теперь функцию /(г) = г, где г — чис­
ло, комплексно сопряжённое к числу 2. Пусть г = х + уі. Тогда іѵ = хг + 
+ ур =/(2) = 2=Х-уІ.

Изображая эти числа точками координатной плоскости, получаем, что 
функция/(2) = 2 переводит точку 2 с координата- 
ми (х;у) в точку w с координатами (х^у^ так, что 
*і = *; У^~У-

Полученное правило преобразования коор­
динат точек совпадает с правилом преобразо­
вания координат при симметрии относитель­
но оси Ох (рис. 6). Следовательно, функция 
/(2) = 2 определяет преобразование симметрии 
координатной плоскости относительно дейст­
вительной оси.
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Вопрос. При каких поворотах мнимая ось 
переводится в действительную ось?

4.8. Уравнение прямой в комплексной 
плоскости. Для каждой прямой на комплек­
сной плоскости можно указать такие две точ­
ки А и В, что данная прямая будет середин­
ным перпендикуляром к отрезку АВ, то есть 
она будет состоять из тех и только тех точек 
плоскости, которые равноудалены от точек 
А и В (рис. 7).

Пусть точки А и В изображают комплексные числа аиЬ. Тогда равен­
ство

\г- а\ = \г- Ь\ (1)
будет выполняться для тех и только тех комплексных чисел 2, которые 
изображаются точками данной прямой. Поэтому равенство (1) можно 
рассматривать как уравнение данной прямой.

Вопрос. Как записать в комплексной форме уравнение прямой, состоя­
щей из точек, которые равноудалены от точек і и 2 - Зі?

Рис. 8

4.9. Уравнение окружности в комплекс­
ной плоскости. На плоскости каждую окруж­
ность можно задать как множество всех то­
чек, удалённых от фиксированной точки т на 
заданное расстояние г.

Это означает, что окружность в комплекс­
ной плоскости можно задать уравнением

|з - т| = г,
где ШЕ С, ГЕ Виг>0 (рис. 8).

Вопрос. Каким уравнением в комплексной плоскости задаётся окруж­
ность с центром в точке 1 - г и проходящая через точку О?

■ Контрольные вопросы и задания

1. Какая функция называется функцией комплексного переменного?
2. Какая функция определяет параллельный перенос координатной 

плоскости?
3. Какая функция определяет поворот координатной плоскости отно­

сительно начала координат?
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4. ** Какая функция определяет гомотетию координатной плоскости?
5. Как найти центр и угол поворота, определяемого функцией 

/(г) = а(г - т) + т при |а| = 1 иа/1?
6. ** Как найти центр и угол поворота, определяемого функцией 

/(г) = аг + Ь при |п| = 1 и а + 1?
7. Какая функция определяет симметрию комплексной плоскости от­

носительно действительной оси?
8. Какие виды перемещений комплексной плоскости вы знаете?
9. Каким уравнением определяется прямая в комплексной плоскос­

ти?
10. Каким уравнением определяется окружность в комплексной плос­

кости?

Задачи и упражнения ■

1. Для каких комплексных чисел г функция /(г) = А принимает зна- 
чение, равное одному из указанных чисел? 1 1

а) 1; б)-1; в) і; г)-і.
2. Для каких комплексных чисел г значение функции /(г) = , / ^ 

не определено?
3. Для каких комплексных чисел г значения функции /(г) = г2 дей­

ствительны?
4. Какое преобразование комплексной плоскости определяет функ- 

ция/(з)?
а)/(з) = з + і; б)/(з) = із; в)**/(з) = |-; г)/(з) = у.

5. В какую фигуру преобразуется окружность радиуса 1 с центром 
в точке 0 с помощью данной функции /(з)?

а)/(з) = з-ц б)*/(з) = 2з; в)/(з) = -із.
6. Найдите, в какую фигуру преобразуется окружность радиуса 1 с 

центром в точке і с помощью функцииДз):
а)ДД = іг + 1; б)Дз) = /(з - 1) + 1;
в)**Дз) = 2(з -0 + 3; г)*Дз) = -і(г - 2і) + 2.
7. ** Какая функция определяет симметрию комплексной плоскости 

относительно мнимой оси?
8. ** Какая функция определяет симметрию комплексной плоскости 

относительно прямой, содержащей биссектрису первого координатного 
угла?
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9. ** Во что преобразуется окружность радиуса 1 с центром в точке (1;1) 
с помощью функции комплексного переменного /(г)?

а)/(2) = г; б)/(2)--г; в)/(з) = |у+ уі) -з.

10. ** В какую фигуру функция /(г) = із - 1 переводит фигуру, задан­
ную уравнением?

а)|з-і| = 2; б) |з + 1| = |з - і|.
11. Запишите в комплексной форме уравнение серединного перпенди­

куляра к отрезку, соединяющему точки: а) і и 1 - і; б) -і и 1; в) 0 и -1 + 2і.
12. Напишите уравнение окружности в комплексной форме с центром 

в точке 1-ій радиусом Ѵ2.
13. ** Докажите, что приведённое уравнение задаёт окружность, и най­

дите её центр и радиус:
а)зз-2 = 0; б) зз + із - із = 0.

■ Тесты
Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. Какое число не может быть значением функции/(з) =

1)І 2)-і 3)^ 4)Ц^

1.2. В какую точку комплексной плоскости функция/(з) = — переводит 

точку 3 = -

1)г = |

3)г = |

2л , . . 2л о 
сой-5- + ійщ-^- ?

2л . . 2л
СОЙ-5- - ЇЗІП-5- 

О о
4 2л ... 2л2) з = сой-^- + ІЗІПу4
3

2л . . . 2л
-СОЙ-5- + I 81Пу 

о о
2л . 2л4 2л . . ^ 

4) 2 = о- СОЙ-5- - I 81Пу3 3
1.3. В какой точке находится центр поворота координатной плоскости, 

определяемого функцией /(з) = і(з - і + 1) + і - 1?
1)і-1 2)і 3)1-і 4)^^

1.4. Какая из перечисленных ниже функций определяет поворот?
1)/(^) = 2із + і+1 2)/(з) =-Зіз + і+2
3)/(з) = із + 2і +1 4)/(з) = -2із + і +1
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Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. Какие из функций определяют параллельный перенос координат­

ной плоскости?
1)7(2) = 22 + / 2)7(2) = 2 + / + 1
3)7(2) = Ѵ22 + Ѵ2 4)/(2) = 2 + /^2
2.2. Какие из функций переводят точку 1 + ів точку 2 + 3/?
1)7(2) = 2 + 1 + / 2)7(2) = 22 + І
3)7(2) = 32-1 4)7(2) =2(2 +О
2.3. Какие функции из заданных определяют поворот комплексной 

плоскости?
1)/(г) = іг-1 2)/(г) = Ц^г-2і

3)7(2) = 22 + 1 4)7(2) = 2 • (cos^ + І sin^

2.4. Какие из указанных точек функция 7(2) = — переводит в точки, 
находящиеся на расстоянии 0,2 от нуля?

1)2 + 3/ 2)3-4/ 3)-2 + 3/ 4)-4-3/

§ 5. ФОРМУЛА ЭЙЛЕРА ■ 
ДЛЯ МНИМЫХ ПОКАЗАТЕЛЕЙ

5.1. * Формула Эйлера для мнимых показателей. В середине 
XVIII века академик Петербургской академии наук Леонард Эйлер 
(1707-1783) определил степень числа с с комплексным показателем и 
установил формулу, ныне носящую его имя:

е1(р = cos (р + / sin (р, где (р — действительное число.
Для действительных чисел х и г/ с помощью этой формулы вычислим 

произведение комплексных чисел е1Х = COS X + / sin X и eiy = cos у + / sin у:
в™ . eiy _ (cos x _|_ I sjn x) . (cos у + I sin y^ -

= (cos X • cos у - sin x • sin y) + / (cos x • sin у + sin X • cos y) = 
= cos(x + y) + i sin(x + y) = el(x + y\

В результате получается равенство
eix . eiy _ eix + iy

аналогичное известному равенству для степеней с действительными по­
казателями.
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С помощью формулы Эйлера любое ненулевое комплексное число 
z = г(соэф + isincp) можно записать в особой форме. Поскольку по опре­
делению cos ф -І- і sin ф = е'ф, то з = ге1^, где г, ф — действительные числа и 
г > 0.

Запись вида
Z = ге^

называется показательной формой ненулевого комплексного числа.
Вопрос. Как показать, что е!Я + 1 = 0?

5.2. * Степень числа е с комплексным показателем. С учётом фор­
мулы Эйлера для мнимых показателей для произвольного комплексного 
числа z = a + bi определим

ег -еа + Ъі = еа . ebi _ еа . (cog ^ _|_ ^ ^ ^.

Пример 1. Покажем, как изобразить комплексное число, равное про­
изведению е2 + т ‘ е-1 + Зш.

Согласно определению еа + bl запишем равенства:
g2 + лі , £-1 + Злі _ е2 . епі . £-1 . е3лі _ е2 . g-l . ^i . ^Злі _

= e2"1 • ет + Зш = e(cos 4л + і sin 4л) = е.
Таким образом, число е2 + ш • е 1 + Зш изображается на комплексной 

плоскости точкой е действительной оси.
Пример 2. Заметим, что для комплексного числа ег выполняются сле­

дующие соотношения:

е = а + Ьі = У а2 + Ьщсовф + i sin ф) = е2 еф = е2 ,
где а — действительная часть, b — мнимая часть, ф — аргумент числа ег.

Вопрос. Как доказать, что для любых комплексных чисел и, ѵ имеет 
место равенство еи + ѵ = еи • еѵ?

5.3. ** Синус и косинус при комплексном значении аргумента. 
Формула Эйлера еіф = cos ф + і sin ф для мнимых показателей позволяет 
выразить функции sin х и cos х через показательную функцию с мнимым 
показателем.

Заменяя число ф в формуле Эйлера на х и -х, получим два равенства: 
elx = cosx + isinx, 
e'iX = cosx - isinx.

Складывая и вычитая эти равенства, будем иметь:
eix + e-ix_ 2C0SX, е'т - е гх = 2/sinx.
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Отсюда для действительных х имеют место равенства:
еіх + е~іх 
cosx =---- ----- е -еSin X =----------

В общем случае для любого комплексного числа 2 по определению по­
лагают

еіг + е 12cos 2 =---- л---- е -еSin 2 - —77----
21

Вычисляя сумму cos 2 + i sin 2, получим
... е12 + е~12 , е12 - е~12 i2COS 2 + I Sin 2 =---- 7------ I------~---- = е .

Пример 3. Вычислим cos i и sin i.
Подставляя в предыдущие формулы вместо 2 число i, получим

COS І =---- о

. . е-еSin I =---- 777-

-е Z
= 2

е-1 - е
2і

,1

і
- = і

■2 + 1
2е ’

е2 - 1
2е •

Вопрос. Как упростить выражение cos і + і sin і?

5.4. ** Показательная функция в комплексной плоскости. Рас­
смотрим теперь функцию f(2) = е2, определённую на множестве С.

Пусть 2- х + уі. Тогда по формуле Эйлера

іѵ -/(?) = ех+уі - ^х ' (cos у + i sin у).
Отсюда можно получить следующие свойства.
I. Если два числа 2г и г2 имеют равные действительные части, то моду­

ли соответствующих значений функции wr = /(2^ HW2= f(22) равны.
II. Если 2г = X + у у, 22 = X + у2і и уг - у2 = 2пк, где к — целое число, 

ТО е2' = е22.
III. Если два числа гг и г2 имеют равные мнимые части, то аргументы 

соответствующих значений функции и^ =/(2^) и w2= f(22) отличаются на 
число, кратное числу 2л.

Эти свойства позволяют установить другие 
свойства функции /(г) = е2.

Пусть 2 - X + уі И W = е2 = и + ѵі. Число 2 
условимся изображать точкой (х;у) на коор­
динатной плоскости Оху, а число w — точкой 
(и;ѵ) на другой координатной плоскости Оиѵ 
(рис. 1).

О

У

У

О

Рис. 1
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Функция w ~ е2 преобразует каждую фигу­
ру плоскости Оху в фигуру на плоскости Оиѵ.

Пример 4. Пусть точка z = х + іу описыва­
ет прямую, параллельную оси Оу. В этом слу­
чае число х постоянно, а число у изменяется. 
Модуль числа іѵ = ег = ex(cosy + isini/) посто­
янен, число у принимает все действительные 
значения, следовательно, точка іѵ = е2 опи­

сывает окружность радиуса г = ехс центром в начале системы координат 
(рис. 2).

Вопрос. Как должна перемещаться точка г из примера 4 для того, что­
бы точка іѵ совершила только один полный оборот по окружности?

5.5. ** О множестве значений функции е2. 
Рассмотрим множество D точек z = х + уі, 
для которых 0 < г/ < 2л и х — произвольное 
действительное число. Множество D на плос­
кости Оху является полосой шириной 2л, ко­
торая ограничена осью Ох и прямой у = 2л, 
причём точки прямой z/ = 2л в эту полосу не 
входят (левая часть рис. 3).

Для каждого фиксированного значе­
ния х точки z = х + іу из множества D пробегают вертикальный отре­
зок, нижний конец которого — точка х, верхний конец — точка х + 2лі, 
причём нижний конец принадлежит D, а верхний — нет. Точка іѵ = е2 = 
= ex(cosy + isiny), соответствующая точке z, на плоскости Оиѵ описывает 
окружность радиуса ех с центром в начале системы координат. Например, 
если х = 0, то радиус соответствующей окружности равен 1 (правая часть 
рис. 3). Если х>0, аО<г/< 2л, то функция е2 отображает точки соответ­
ствующего отрезка в точки плоскости Оиѵ, лежащие на окружности ради­
уса ех >1. Если х<0, аО<і/< 2л, то функция іѵ = е2 отображает точки соот­
ветствующего отрезка в точки, лежащие на окружности радиуса ех<1.

В итоге функция іѵ = е2 отображает полосу D на всю координатную 
плоскость Оиѵ, за исключением начала системы координат, причём раз­
ным точкам полосы D соответствуют разные точки плоскости Оиѵ. Дру­
гими словами, функция іѵ = е2 взаимно однозначно отображает полосу D 
на всю плоскость Оиѵ, из которой исключена точка 0.

Вопрос. Как доказать, что функция е2 не принимает значение 0?
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Контрольные вопросы и задания ■

1 .* Как определяется е'ф при действительном ф?
2 .* Как определяется число е2 при комплексном 2?
3 .* Как записать комплексное число 2 ^ 0 в виде геІѴ?, где г е R, у е R 

и г > О?
4 .** Как выражаются значения sin х и cos х через показательную фун­

кцию с мнимым показателем?
5 .** Как определяются значения sin 2 и cos 2 при комплексном 2?
6 .** Какое множество точек описывает точка е2 = и + ѵі на плоскости 

Оиѵ, если точка z + уі описывает прямую, параллельную оси у на плос­
кости Оху?

7 .** Какое подмножество множества С функция f(z) = е2 взаимно одно­
значно отображает на всё множество ненулевых комплексных чисел?

Задачи и упражнения ■

1 .* Изобразите на плоскости точку, соответствующую числу:
а)^1; б) е1+г; в)е“; г) е2пі.
2 .* Докажите, что ег+2т = е2 при любом комплексном 2 (результат этой 

задачи позволяет говорить, что функция е2 обладает периодом 2яі).
3 .* Какое число является комплексно сопряжённым к числу е1Х, где 

х — действительное число?
4 .* Вычислите:
а)е2| + е’2'; б)ет + е~КІ; Bje^' + e2'; г)** cos і - і sin і.
5 .* Запишите в виде ге1(? число:
a)l + z; б)ѴЗ-ц в) ^ - ^-z;

6 .* Вычислите:
а) е1+2г; б) е“рі; в) е1+ш;

г) 1 -I- 5z.

г) е1”2^.
7 .** Покажите, что при любом действительном х число cos іх — дей­

ствительное, а число sin іх — мнимое.
8 .** Докажите, что cosz, cos2i — действительные числа, такие, что 

cosz> 1 hcos2z>2.
9 .** Покажите, что числа cosz + sinz и cosz - sinz комплексно сопря­

жены.
10 .** Докажите, ЧТО COS (2 + 2л) = COS 2 и sin (2 + 2л) = sin 2 при любом 

комплексном значении 2.
11 .** Докажите, что cos2 і + sin2 z = 1.
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12 .** Точка г = х + уі описывает на плоскости Оху прямую, парал­
лельную оси Ох. Какое множество точек описывает точка и + ѵі = е2 на 
плоскости Оиѵ?

■ Тесты
Задание 1. Укажите правильный вариант ответа.
1.1. ** Какое множество точек описывает точка е2 = и + ѵі на плоскос­

ти Оиѵ, если точка 2 = х + уі описывает прямую, параллельную оси Оу 
на плоскости Оху?

1)луч 2) прямую 3) окружность 4) эллипс
1.2. * Чему равен модуль числа е21?
1)1 2)2 3)1п2 4)е2
1.З. * Чему равен аргумент числа е31?
1)1 2)3 3)| 4)|

1.4. * Какое из указанных значений может иметь є’1'" при целом к?
1)-1 2)-2 3)-3 4)-4

Задание 2. Укажите все правильные варианты ответа.
2.1. * Какие из перечисленных ниже чисел равны 1?
1)Л 2)еЧл 3)е2™ 4)е’4л/

2.2. ** Сколько различных комплексных решений относительно 2 мо­
жет иметь уравнение вида е2 = w, где w — заданное число из множества С 
комплексных чисел?

1) ни одного 2) ровно одно
3) ровно два 4) бесконечное множество
2.3. ** Какие из перечисленных ниже чисел являются действительными?
l)cosi 2) sin і 3)tgz 4) z sin і
2.4. ** Какие из указанных чисел равны числу, комплексно сопряжён­

ному к числу е1Х, где х — действительное число?
1) - COSX + / sinX 2) cosx - isinx
3) e~ix 4) -eix

■ Мини-исследования к главе 12
Мини-исследование 34
Докажите, что последовательное выполнение двух поворотов плос­

кости с общим центром является поворотом с тем же центром (тождест­
венное преобразование плоскости также считается поворотом).
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Мини-исследования к главе 12 ■

Докажите, что последовательное выполнение двух поворотов плос­
кости с различными центрами является либо поворотом, либо парал­
лельным переносом.

Мини-исследование 35
Известно, что функция f(z) = 2 определяет симметрию комплексной 

плоскости относительно действительной оси.
Определите, какая функция комплексного переменного определяет 

на комплексной плоскости:
а) симметрию относительно вертикальной прямой, проходящей через 

точку а действительной оси;
б) симметрию относительно горизонтальной прямой, проходящей че­

рез точку Ьі мнимой оси.
в) симметрию относительно прямой, являющейся биссектрисой пер­

вого координатного угла;
г) симметрию относительно прямой, проходящей через точку О под 

углом ф к действительной оси.
Выясните, в каких случаях функция/(з) = az + b определяет симмет­

рию комплексной плоскости относительно некоторой прямой.

Мини-исследование 36
Выясните, какая фигура на комплексной плоскости определяется 

уравнением:
а) \z-i\ = \z + і|;
б) \z - і\ = 2\z + i|;
в) \z - a\ = k\z - b\, где anb — заданные комплексные числа, к — поло­

жительное действительное число.

Мини-исследование 37
Решите уравнение sin z = 100.
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выпуклое 250
объём 295, 297

Теорема
Лагранжа 128
о достижении нуля 31
о монотонной функции 31
о знакопостоянстве функции 36
о промежуточных значениях 30 
отделимости 253

Ферма 158
Точка

внешняя 237, 238, 239
внутренняя 47, 236, 237, 239
граничная 237, 238 239
изолированная 19
критическая 160
локального максимума 
функции 137, 163
локального минимума функции 
137,163
наибольшего значения
функции 158
наименьшего значения
функции 158
локального экстремума 137

Тригонометрический двучлен 330
общего вида 332

Тригонометрическая форма комп­
лексного числа 339

Угол
между векторами 169, 185
между нормалями 190
между плоскостями 190
между прямой и плоскостью 196
между прямыми 185

Уравнение
прямой на комплексной плоскос­
ти 360
окружности на комплексной 
плоскости 360

Уравнение
дифференциальное 225
плоскости 177
сферы 205

Усечённая пирамида 259
Условие монотонности функции 129
Условная вероятность 307

формула 307
Фигура

измеримая 272, 294
элементарная 266, 292

Формула
Байеса 317
вероятности гипотез 317
корней из комплексного числа
349,352
линейного приближения 78
Муавра 344
Ньютона - Лейбница 285 
произведения вероятностей 310, 
311
полной вероятности 316
объёма 297
условной вероятности 307
Эйлера для мнимых 
показателей 363

Функция
Дирихле 163
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дифференцируемая 75
комплексного переменного 355 
непрерывная

в точке 17, 19
на множестве 17

обратная 30
периодическая 321, 323
разрывная 17

стремящаяся к 
бесконечности 141

Цилиндр прямой обобщённый 295
Шар 44
Эксперимент 306
Элементарная фигура 

ранга п 266, 292
Эпюр 88

375



ОТВЕТЫ И УКАЗАНИЯ

Глава 1

§1
1. а) |; б) 0; в) 0; г) 1; д) 1; е) 1. 3. а) (-2;8); б) (-9;-5); в) (-29;-21);

г) (0,7;1,3); д) (-0,15;0,35); е) (-^3^2). 4. а) R; б) х Ф | и х * 1;

3
2

3
2 2 2

4- 2кп, где у є к е Z; б) объединение множеств 1 < |х| < ^2 и
|х| > ^3; в) объединение интервалов (102Ь1;10(2*+1)л), кЕ Z\v) [-1;0]. 7. Фун­
кция /(х) определена, а g(x) не определена при: а) х < -2; 
б)-1<х<0;в)х = 0.9. а)6<<!-2;б)6<АО1-3;в)8<10’3; г)5<^=-1. 

<35
11. а) |; б) -|; в) |; г) 0; д) |. 12. а) 0; б) |; в) 4; г) |; д) -|; е) ^ 

5 7 113. а) д!б) ^; в) -0,33; г) 1; д) —^. Указание. Примените формулу ап -Ьп = 

= (а- Ща”-1 4- ап~2 Ь +... + Ь^1).

§2
1. Указание. Воспользуйтесь теоремами о непрерывности суммы, про­

изведения, отношения. 2. Указание. Применив очевидное неравенство 
|/(х)| < |х|, покажите, что lim f(x) = 0. 3. Указание. Покажите, что х^О
I/WI ^ И 4- Указание. Воспользуйтесь непрерывностью каждой из дан­
ных функций и их равенством при х = 1. 5. Указание, а) покажите, что 
lim^(х) = -|; б) f(x) не имеет предела в точке х = 1; в) воспользуйтесь тео­

ремой о непрерывности отношения. 6. a) sin(x2 4- 1); б) х4 4- 4х2 4- 2;
в) log2(cosx); г) Ig(cosx) 4- sin(cosx); д) * Ф + кл, к е Z;
е) tg(log2x + log 2); ё)^І^' 7. а) 22sinx- 2sinx; б) sin2x 4-21 sinx 4- cosx| + 2; в)

при = 1 и не определена при х4І;г)х8 + 4х7 4- 12х6 4- 22х5 4- 35х4 4- З8х3 4- 

4- 37х24- 21x4- 13. 8. а)/(х) = х3- 3x,g(x) = sinx; б)/(х) = х24- 2х- l,g(x) = y/x; 
в) f(x) = log3x 4- х, ^х) = sinx; г)/(х) = log3x, g(x) = sinx 4- х; д)/(х) = ^1 4- х2 -
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- х2, g(x) = sinx; е)/(х) = arcsin^ , g(x) = tgx. 9. a)/(g(x)) = 0; 6) g(J(x)) = 
= /W; в)/(7г(х)) = /(x); r) h(f(x)) = 0; p) f(g(h(x))) = 0; e) h(g(f(x))) = 0; 
ё)^(/?(/(х))) = 0.

§3

1. Указание. Воспользуйтесь теоремами о непрерывности суммы, про- 
3 1изведения, отношения и сложной функции. 2. а) 2; б) „; в) ^; г) 1;

3 11 8ІППд) 2; е) -т. 3. а) 1; б) „; в) -5-; г) 0. Указание. Примените формулу Ііш —— = 1, 
4 п-»оо

5 5 3 1 1где Ііш а= 0 и <2Л ^ 0. 4. а) у; б) -2; в) ^. г) у; д) у; е) 2; ё) у; ж) 1. 5. Ука­
зание. См. пункт 3.3.

§4
1. а) [-1;2]; б) р;~|]; в) [1;^]; г) [^;1]; д) [-2;2]. 2. а) [0;4]; 

б) [-1;0]; в) [1; ^3 ]; г) [|;|]. 3. а) [-|;~|; б) (- ~;0) и (0;~); в) (- ~;1) и 

и (1;ОО )’г) NF; ОО); д) [-^2;^]; е) [-5;5]. Указание. Примените формулу 

asinx + bcosx = ^a2 + b2 sin(x + (p), где sin(p = —т==—=, cos(p = -y==—=.

4. а) 1 -\3 ~ -0,7 с избытком; б) 0,6 с недостатком. Указание. Пусть 
/(x)-x-^j. Покажите, что/(0,6) < 0;/(0,7) > 0. 5. Указание. Восполь­

зуйтесь теоремами о непрерывности суммы, произведения, отношения и 
111 5сложной функции. 6. а) тг; б) в) у; г) 3; д) е) 3. Указание. Использо- 

вать формулу ап - Ьп = (а - Ь^а^1 + ап~2 Ъ + ... + Ъп~х}. 7. Указание. Приме- 
71 нить теорему о непрерывности сложной функции. 8. а) 2; б) 2; в) 2. 9. а) у;

б) л; в) г) у; д) -у; е) ^. 10. а) б) у. 11. arctgy.

§5
2. Например: а)/(х) = 2х, ^(х) = х; б)/(х) = х, ^(х) = 2х; в)/(х) = 2х + |х|, 

£(х) = 2х, Д = |- 1; 11. 4. а)/(х) = ^ £(х) = 1 В = [1; 2]; б)/(х) = 4,^х) = 

О = [1;2]; в)/(х) = 1 - х, ^х) = > Л = (0;1). 6. а)/(х) = х, ^х) = Ц, О = (0;~); 
б)/(х) = х^ ^х) = -> = (0;-); в)/(х) = х, йх) = х - 1, 4) = (0; 1). 7. а) Воз- 

растает; б) убывает. 8. Указание: а)/(х) = х (х2- 1), причём оба сомножи­
теля неотрицательны и возрастают при х > 1; б) оба слагаемых убывают;
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в—г) см. указание к пункту а; д) пусть х > у > 1, тогда

/(х) ~/(у) - ~—У^К—И > 0; е) см. указание к пункту а). 9. а) [1;7); б) (©о;0] и

е)(1;2);ё) К’2 / и ^’ °°)‘ ^казание- Перейти к новой переменной у = log2X.

Глава 2

§1
1. Указание. Рассмотрите всевозможные сечения сфер плоскостя­

ми, проходящими через их центры. 2. ^^ . 3. Пусть О — центр шара. 

Искомое геометрическое место — сечение сферы плоскостью, пер­
пендикулярной ОА и проходящей через одну из точек касания. 4. ^. 

5. ^. 6. ^. 7. 8. л —---- ------------- —. 9. а) 8; б) 18. Указание.

Покажите, что искомые точки — концы диаметра шара, на продолже­
нии которого лежит точка А. 10. Указание. Пусть пересечение некоторой 
плоскости а с данной фигурой есть круг. Рассмотрите всевозможные се-
чения плоскостями, проходящими через центр этого круга и перпендику­
лярными ос. 11. Указание. Проведите плоскость через центр шара и точки 
касания. 12. а) 5; б) у. Указание. Плоскости лежат по разные стороны от 
центра шара.

§2

1. Указание. Боковые грани призмы параллельны отрезку, соединяю­
щему центры окружностей, описанных около оснований. 2. а)

3 —. 5. Возможные значения тангенса этого угла:

2ѴЗ + ѴПи2ѴЗ-ѴП. 6. ^.7.Ѵ13.Указание. Центр сферы совпадает с 

серединой отрезка, соединяющего середины рёбер АВ и СВ. 8. -^.
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§3
1. ^. 2. 3. 2л/3. 4. Указание. Покажите, что биссекторы дву­

гранных углов при каждом ребре основания пересекают высоту пирами-

ды в одной и той же точке. 5. -—^. 6. 1- ^. 7. . 8. ^. Указание. 

Центры данных сфер лежат на лучах, соединяющих вершины А и I) с цен­
тром вписанного в пирамиду шара. 9. ^^^^. ^' $ ” ^’ ^' ^агсзіп^.

§4

1. —^—. 2. 3. Суммы длин скрещивающихся рёбер совпадают. То
есть если АВСВ — данная пирамида, то АВ + СВ = АС + ВВ = АВ + ВС.

4. 4 • 5. ~- Указание. Рассмотрите проекцию центра сферы на плоскость

А1В1С1. 6. ----- ^. Указание. Центр шара лежит в плоскости, проходящей

через ребро ВА и середину ВС. 7. Пусть В — середина ВС. Возможны два 
случая: АА^АВ = 60° и АА^АВ = 120°. При этом получится либо ^^-^а, 

16
либо ^^—^п. Указание. Использовать равенство отрезков касательных, 

проведённых к сфере из одной точки. 8. 1 + ^. Указание. Покажите, что 

сфера касается отрезка ВВ в его середине. 9. у/7. Указание. Покажите, что
точка М лежит на ребре АС, а фигура ВСВУ

зѴз
квадрат.

10. Указание. Искомый шар касается плоскостей АА^^,

АВС и плоскости, проходящей через прямую МУ параллельно АВ.

Глава 3

§1
1. 2. 2. В каждой точке х = а, где/'(а) =1.3. "^^ . 4. х = 0. 5. При 

і = 1 с. 6. а) /'(0) = 0; б)/’(2) = -|; в)/’(р) = пр»"1. 7. а) 4; б) |. 8. а) агсІе2 

при х = 1 и л - arctg2 при х = -1; б) arctg^ при х = 1; в) arctgЗ при х = -1. 

9. а) і/ = -2х - 1; б) і/ = -Зх + 6; в) г/ = х + 1; г) 16г/ = -х + 12. 10. Если В(х) =
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1000
(^ + 1)2’

= тех2, то В'(х) = 2лх. 11. Если У(х) = ^лх3, то Ѵ'(х) = 4лх2. 12. Т'(і) = -

13. ш '(і) = 3^2+ 3. 14. 8 '(і) = 1 - соэ£.

§2
1. а) ЮЯпЮ; б) - в) ех; г) д) е) Ѵ^х^’1; ё) ех"^1; 

ХІПІО х Зд/Х
ж) —4—■; з) —; и) -9х-4; й) -; к) Зх1пЗ; л) соэх + зіпх; м) 5х4-6х + 2; 

Зд/х4 2х Xе
1 2 3(х2-1)н) —----^ ; о) ~7=---- - ; п) ^ 2 г- . 2. Непрерывна при х = 0, производнойх (1 + х ) у 1 — х 2х д/ X

не имеет.^^“Ж16*111^1; в) ех(х + 1); г) соэ2х; д) зіпх + х соэх. 

л х 1 х +1 ч 1 - Іпх х (2 - Іпх) Іпх х 2 х 14. а) ———; б) —=; в) ---- —; г) ѵ------- ------- ; д) ———2; е)-----2.
зіп х 2хд/х х х (х +1) х

5. а) зіп2х; б)------ —; в) -2зіп2х; г) 4. 6. і/ = х - 1. 7. еі/ = х. 8. г/ = х. 
ХІП X ̂

§3
1. а) 4; б) ^; в) ЗсозЗх; г) —2* ; д) --г- ; е) е81пх соэх;

х х сое (х -1) д/2х + 3

ё)_л^;ж) 9х х 
д/9х2-1б’3

^;и)^-2^;й)|с^;к)
СОЭ X СОЗ X ЗІП X ^

1 
Хд/1п(х2)

2. Да, все х ^ 0, для которых tgx = х • (1 ± д/2). 3. При х = кп, кЕ Е. 4. Указа­
ние. Найдите производные данных функций в точке х = 1. 5. Указание.
Примените к каждой из данных функций обратную и найдите производ­
ные получившихся суперпозиций.

Глава 4
§1

1. Указание. См. содержание пункта 1.4 главы 4 и вопрос к нему. 2. 2. 
3. Указание. Обратимся к рис. 8 из пункта 1.4, в силу которого АВ2 =А1В2+ 
+ А2В2 - ЕР2 = 32 - ЕР2, и заметим, что 0 < ЕР < 4, поэтому 4 < АВ < 4д/2. 

4. Указание. Данная фигура расположена на линии пересечения плоскос­
тей, содержащих прямые А1В1, А2В2 и перпендикулярных соответствую­
щим плоскостям проекций. 5. а) 6; б) д/17; в) 2д/14. 6. Указание. См. содер­
жание пункта 1.6 главы 4.

§2
1. а) С(2;2;0), ВД2;0;2), СД2;2;2), ВДО^^); б) В(3;-3;0), АДЗ;0;-3), 

СД0;-3;-3), ВДЗ;-3;-3); в)В(-1;0;0), АД0;0;-1), ВД-1;0;-1), ВД0;-1;-1);
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г)С(0;2;3),В1(1;2;2),С1(0;2;2),Р/0;1;2).2.а)С(1;3;0),В1(1;0;2),^^^
В/О^^); б) В(-2;-5;0), А^ОД), С/О^бД), В^-бД); в) С(2;-1;0), 
А^О'-З), В^^-З), В/Ог^-З); г) В(3;-1;5), А^ЗД^), В^Д^), 
С^!;-!^). 3. (2;0;0). 4. (0;4;2). 5. а) (х;2;3); б) (3;^;3); в) (-5;-5;Д;
х,у,2& R. 6. а) (1;г/;Д; б) (х;-2;г); в) (х;у;-7). 7. (1;2;г). 8. (О;у;г). 9. а) л/3; 

б) у 2, в) у 14, г) . 10. а) (2’2’2/ 2 у в) \2’ 4 ’ 4 / В \4’4’3/

11. а)|2, 3,3^, б) ^3, 2’2Г ^*2’ 2’2Г Г Н’ 4;2/‘ 12’ а) ( 2’ 2’2/’

б>(1ч;|); ^Н^М)’13-а) фо^М^О; о], в|-|;-|; о), Ср^;|; о];

б>(°;°#
§3

1. а) (3;5;9); б) (-1;3;||; в) (|;|;|); г) [|;-^;^ 2. а) АВ = (0;-2;-2), 

СО = (-1;-3;-3), АВ +СЬ = (-1;-5;-5), АС = (-1;2;2), ВО = (0;1;1), 
АС + ВО = (-1;3;3); б) АВ = Д;-|;|), СО = (|;У А АВ + СО = [|;^;й 

35=Н;~1;455=|1;НИ+55=Н:тМ); в)й=1й;0;4)’ 
65 = (Ы; М^ +55 = Н;Т5И= |0;"1;"1)’ В5 = (|;0;^), АС + ВО = 

_(2._1. П Г)ЗЭ_С5.3..21) СО - МА АВ + СО - /-1-6-^ 
^3’ 6’ 15/’ ; ( 6’10’10/’ 1 2’ 2’5/’ | 3’ 5’10/’

ЖА;|;Д)>ВО = (|;-А1аС + ВО = (|;^А 3. а)(1;-4;-2); б)(1;-3;-6); 

в) (-2;1;1); г) (-4;2;-6); д) (|;-|;|). 4. а) (2;5;7), (0;-3;-5), (0;3;5); 

б) (3;7;6), (1;-5;-2), (-1;5;2); в) (^“^м)’ |~2’~12’4|’ (2’12’ ^’ 

ч /о. о. 1\ / 1. о. ч /7.5.71 /5.11 91 / 5. 11.91г) (3, 2, 1), ( 1, 2, 7), (1,2,7), д) 12’2’2/’ \2’ 2 ’ 2/’ I 2’ 2 ’2/* 
5. а) АВ = (2;0;3), СВ = (-2;-6;2), АВ + СВ = (0;-6;5), АВ - СВ = (4;6;1), 
СВ - АВ = (-4;-6;-1), АС = (4;5;0), ВЬ = (0;-1;-1), АС + ВЬ = (4;4;-1), 
АС-ВВ = (4;6;1),ВВ-АС = (-4;-6;-1);б)АВ = (1;2;2),СВ = (-1;0;1),АВ + 
+ СВ = (0;2;3), АВ - СВ = (2;2;1), СВ - АВ = (-2;-2;-1), АС = (3;2;-1), 
ВВ = (1;0;-2), АС + ВВ = (4;2;-3), АС - ВВ = (2;2;1), ВЬ -АС = (-2;-2;-1); 
в) АВ = (2;6;-4), СВ = (4;-3;2), АВ + СВ = (6;3;-2), АВ - СВ) = (-2;9;-6),
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СБ-АВ = (2;-9;6), АС = (0;10;0), ВВ = (2;1;6), АС + ВВ = (2;11;6), АС-ВВ= 
= (-2;9;-6),ВБ-АС = (2;-9;6); г)АВ = ||;-^;^ СВ = [З;^;-^, АВ + СВ = 

_P._X.3_j Ao_rnJ_5._X.31j лп.дв-ІИЛІ ^ 
~\2’ 60’10/’ 1 2’ 12’10/’ |2’12’ ЮГ 1 ’ 12’5/’ 
вв = |І;0;_й|’ ^с+вЬ = І’1;'^|’ ас-вв = (-|;-^;^)’ вв-ас = 

^^“В 6- а)^; б)^; в)^; г)^; д)^; е)® ё)^; Ж) С^. 

7. ь)НК; б) СМ; в)ВЕ; г) СВ; д)АО; е)Ж; ё)М8; ж)М. 8. а) АВ + ^ВВ; 

б) | АВ + АВ. 9. СУ = |(СА + СВ), СМ = |(СА + СВ + СВ). 10. ВС = АВ + АВ, 

ВВ=АВ + 2АВ. 11.ВВ=ВМ-МС,АМ = ВМ + 2МС. 12.АА, =Шг +ВСг-ВВѴ 
АС = ВСГ ВАѴ ВВ = ВАХ + ВС\ - 2ВВХ.

§4
3. Указание. Прямые МУ и ВС параллельны одной и той же средней 

линии треугольника АВС. 4. АМ = ВВ - ВА, ВУ = ВС - ВВ, МУ = 

= ^ВС-^ВВ. 5.АМ = |(СВ + СХ1)-СА,А1М = ^(СВ-СС1)-СА. 6. Ука- 

зание. Сравните длины и направления векторов Л- и 7. а) х =

У — 13’ ^ ^ ^’ У 1’ в) % %* У ^ > г1) х 4 ’ ^ 4* ^* В) "^^ 2, "^2 "2 ’
11 7б)х = О; в) хг = х2 = 1; г)х = -3. 9. а)х = О, у = -2; б) х = б, у = -^; в) х = 4,

9 5 Л 5 3 3 1 -Л 3 1 2 1 Л 2 1 Л
У 8 3 \^43 ^43 ^Аз/ І^/П лД4 <4/ /
г) Р; X. 11. х = ^ + 1, У = 1, 2 = 1. 12. а)х = 2,у = ^+1,г = 2;б)х=1,

Ч3\з\/з/
у = Зі + 2, 2 = і; в) х = 1, 2у = бі, 2г - і + 2; г) 2х = і + 4, 2у = -і, 6г = 36 - 11С

13. а) АМ = ^АВ +АВ,АУ =АВ + ^АВ,АК =АВ +АВ+ ^АА^ б) В^ =АВ - 

-ААГ ^АВ,^У=АВ -ААТ - ^АВ, ВК =АВ - |ААр в)МУ = ^АВ - ^АВ, 

УК = ^АВ + ІаА.,КМ = ~АА.-^АВ. 14.МУ = ^а-^Ь,УК= — Ь-~а+ 
4 5 1 5 1 3 34 20 5

1- 1 _ 7 _ 1 _
+ ^с,КМ = ^Ь- —а-^с.5 5 15 5
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§5
3— 5. Указание. Для каждого из данных свободных векторов возьмите 

по одному представителю и покажите, что необходимое утверждение 
- 3 - - 1 - -справедливо для этих представителей. 6. а) с + ~-(д - а); б) - -^(Ь + с);

1_ - V 1 - - 1 - - 1 - -
в) 2Ь + 2 с ” За; Г) 2а~2Ь~ с; Д^ 2^а + ^’ е^ 2^ + ^'

Глава 5 

§1
1. а) 6(х + I)5, -6; б) ЗсовЗх, -3; в) -2е’2х, -2е’8;

х 4
Г) д/х’ 1; Д) ^5 + 9 ’ 5’

е) О ^^ і ’ ^; ё) -2зіп4х, -л/З; ж)
2у1 + зіпх 10

2 8
1-х2’ 3’

1 4
и) аР^Т’ К’ 2,аЬ = 4х" 12; б) г/ = 6х + 2; в) у = Зх - 4; г) х + 4г/ = 3; 
д) Зі/ - х = 6; е) і/ = -2х-1; ё) г/ = 1; ж) г/ = 41п2 • (х - 2) + 4. 3. а) /(х) ~ 4х - 4 
с точностью 0,5; б)/(х) = х с точностью 0,0005; в)/(х) = 4-1с точностью 

0,0125; г)/(х) ~ х с точностью 0,012. 4. а) Возрастает на [1;©©), убывает на

1]; б) возрастает на
Г 7 | - /
Гб’ Г Убывает наI-'

І-ОО’4Т Убывает на Г1 А1^;°© ; в) возрастает на
71-Д; г) возрастает на (-°©; -2) и на (- 2; 0], убывает

на [0; 2) и на (2; ©°); д) возрастает на I-00’ 2Г убывает нак; °©І; е) возраста-

ет на (~оо;1) и на Г л ГЗІ;^} убывает на^;2 и на (2;°©). 5. а) возрастает на

^.кк - ^; 2кл + ^, убывает на Г2кп + ; 2кп + ^^ б) возрастает на

[(2Л - 1)л; 2Ал], убывает на [2Лл; (2^ + 1)л]; в) возрастает на 
к& г.

§2

1. а) (-~;-1) и (-1;1) и (1;~); б) (-~;1) и (1;2) и 
| Д г) (-~;-1) и (-1;0) и (0;1) и (1;~); д) Щ; ~ ;2] и [3;©°).

2. а) (-©°;-1] и (3;оо) б) [-1;0) и (0;-); в) (-©©;1] и (2;©©); г) (-©©;-2] и [-1;1] о 
и [2;©©); д) (-2;-1] и [1;©©); е) [-2;0] и [2;©©). 3. а) (-©©;-2) и (0;©©); б) (1;л/2) и 
и (Ѵ2;~); в) І0;|| и (|; 2І; г) (-1;0) и (0;2); д) (|;|к (1;~); е) (|; 4 4. а) 0;
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-1; -2; б) л/2;-л/2; в) ^-^ Ц^; г) 1; -|; д) 0; 3; е) -1. 5. а)/(х) > 0 на 

(-2;-1) и (О;~),/(х) < 0 на (-~;-2) и (-1;0); б)/(х) > 0 на (-1;1) и (2;~), 
/(х) < 0 на (-~;-1) и (1;2); в) /(х) > О на (-2;-1) и (2;~), /(х) < 0 на(-~;-2) и 
и (-1;2); г)/(х) > 0 на (-~;-3) и (-2;0) и (1;~), /(х) < 0 на (-3;-2) и на 

(0;1); д)/(х) > 0 на (-1;1) и (2;~),/(х) < 0 на (-~;-1) и (1;2); е)/(х) > 0 на 
(-~;-1) и (1;~),/(х) < 0 на (-1;-1); ё) /(х) > 0 на (4;~),/(х) < 0 на [0;4);

[2 \
3’°° ’ 

[210;^ ; локальный максимум при х = О, локальный минимум 

при х = ^; б) возрастает на (-°°;-1] и на [1; °°), убывает на [-1;0) и на (О;1]; 
локальный максимум при х = -1, локальный минимум при х = 1; в) воз­

растает на (-°°;0] и на [4;°°), убывает на [0;2) и на (2;4]; локальный макси­
мум при х = 0, локальный минимум при х = 4; г) возрастает на [^; ^, 

убывает на 0;
2при х = ^; д) возрастает на [-1;0] и на [1;°°), убывает на (-°о;-1] и на [0;1];

; локальный максимум при х = О, локальный минимум

локальный максимум при х = 0, локальные минимумы при х = -1их=1; 
е) возрастает на [4;оо), убывает на (0;4]; локальный минимум при х = 4.

7. Асимптоты: а) х = -1, у = 0; б) х = у = 0; в) х = 1, у = 1; г) х = -2, г/ = 1;
11 13^

д) х = £, і/ = £-; е) х = £, і/ = £. 8. а) г/ = х - 2; б) і/ = х + 2; в) # = х - 2;
г) г/ = х - 2; д) г/ = х + 2; е) г/ = х - 5.

§3
1. а) Нули функции: -2, 0, 2; экстремумы: хтах 2 2 б) нули/о 7 тіп /о 7 7

функции: -1, 2; экстремумы: хтах = 0, хтіп = 2; в) нули функции: -1, 0; 
2

экстремумы: хтах = -^, хтіп = 0; г) нули функции: -1, 0, 1; экстремумы:

1 1 Ч Ж 1 + Ѵ5 1*тах = хтт = Д) НУЛИ Функции х = —; экстремумы: Хтах = - 2, 

л/б 1хтіп = 3 ’ е) нУли: °’ ^ экстремумы: Хтах = 0, хтіп = д; ё) нули функции: 

2-^,0, 2 + ^7; экстремумы: хтах = хтіп = 3; ж) нули функции: -2, 1; 
экстремумы: хтах = -2, хтіп = 0. 2. а) Функция нечётная; асимптоты: х = О,
у = х; экстремумы: хтах = -2, хтіп = 2; б) функция нечётная; асимптота
і/ = 0; экстремумы: хтах = 1, хтіп = — 1; в) асимптоты: х = 2, г/ = х + 4; экстре-
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мум хшіп = 6» г) асимптоты: х = -1, у = х; экстремумы: хтах = -2, хтіп = 0; 
при х = 1 функция не определена; д) функция нечётная; асимптоты: 
х = -л/3, х = іД, у = х', экстремумы: хтах = -3, хтіп = 3; е) асимптот нет; экс­

тремумы: хтах = 0, хтіп - ё) асимптоты: х = 0, г/ = 0; точка максимума 

хтах = 4 ; ж) асимптоты: х = -1, // = -3, экстремумы: хтах = -——, хтах = 0, 

хтіп ~ ^^' $• а^ Чётная функция, равна нулю при х = ±7 + Ѵз, экс­

тремумы: хтіп = 0, хтіп = ±1; б) асимптоты: х = -1, у = х - 3, экстремумы: 

хтах “ “4, хтіп = 0; в) чётная функция, равна нулю при х = ± л/2, имеет гори­

зонтальную асимптоту у = 0, экстремумы: хтах = 0, хтіп = ±72+71; г) нули: 

х = ±1; асимптоты: х=2, х = 3, і/=1; экстремумы: хтіп = ^—^, 

7-2Ѵ6 ч 2 10хтіп = —. кЛ ’ д) асимптоты: у = оХ при х —>оо и г/ = —х при х -+ - °©; экс- О о О
тремумы: хтіп = 1; е) область определения (-©о;- 2] и [0;«); нули: 

8 п 3 , , 1 ,х = —$ и х = 0; асимптоты: у = -% х + 1 при х ^°© и г/ = —$ х - 1 при х -» - ©°; 

экстремумы: хтіп = -3, хтіп = 0.

§4
1. а) 1; -8; б) 3; 1; в) з|; -13; г) 7; -5. 2. а) -3; -19; б) 1;-19; 

в) 1; -3; г) 1; -3. 3. а) 1|; -9; б) |; -|; в) э|; 0; г) |; -9. 4. 15 м х 15 м. 

5.15 м х 30 м. 6. Прямоугольный треугольник с катетами по 30 м. Указа­
ние. Воспользуйтесь формулой 8. = |аЬзіпа. 7. Вырезать уголки со сторо- 

ной 1^ см. 8. Тремя способами, взяв одну из средних линий за сторону 
прямоугольника. 9. Стороны прямоугольника 3,5 см и 3^7. Указание. 
Одна из сторон прямоугольника должна касаться меньшей окружности, 
а противоположная сторона является хордой большей окружности.

з
10.60°. 11. + ^2. Указание. Пустъ АВСВ — прямоугольник со сто­

ронами АВ = а, СВ = Ь. Рассмотрите всевозможные прямоугольные тре­
угольники, катеты которых являются продолжениями сторон АВ и АО, 
а гипотенузы проходят через точку С. Наименьшая из этих гипотенуз и 
есть искомая длина.
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Глава 6

§1
1. а) 0; б) 9; в) 119; г) 0. 2. а) 0; б) 8; в) 4; г) 4; д) 0; е) -4. 3. а) 16;

б) -4; в) 8; г) 12^; д) 16; е) 1^. 4. а) х = 4, у = 
Ал Ал

б 3 
7’7

I); в)(-2;-2;1);

246. 7. 7. 8. а) агссоз

б) агссоз 7
111 ; в) агссоз^; г) агссоз агссоз I. 9. а) -3; б) 7;

в) 19; г) -41;д)-19.10. х = 1.11. агссоз (“^г)*12*а) ^ = 2^’ А^ = ВС = 5,

Ѵ17 / 9 \ г-ЛА = АВ = агссоз , АС = агссоэі-I; б) 2^/2, 161 161
2 ’ 2 . 13. а) агссоз./^

б) агссоз Г д ; в) агссоз _ 31 41 _
• 14, х “ 12’ ^ “ 12* 151 и

5 ’
^). 16. (2;2;-1) и (-2;-2;1). 17. ос = 17. 18. а = 10. 19. а = 2.

4 9 ।20. а) агссоз-^; б) агссоз^. 21. а) С|

§2
1. а) х = 0; б) х + у + 2г = 1; в) 2х - 4с/ + 2 = 5; г) х + 2у - 2г = 6. 

2. а) х + у + г + 53 = 0; б) х + 2у - 2 = 6; в) Зх + 4г/ + 2г = 29; г) 2х - 12г/ - 8г + 
+ 53 = 0. 3. а) х + у + г = 3; б) 2х + у - г - 5; в) Зх + Зу - 2г - 1; г) 2х - у + 2 = 1. 
4. а) 2х - у + 4г = 5; б) х + у + 2г + 1 = 0; в) х + у + г = 1; г) х - 2у + 2 = -2. 
5.а)5х + 2г/ + г = 8;б)3х + і/ + 2г=1;в)х + і/ + г=1;г)і/-г = 3.6.а)х + і/ + 
+ г = 1; б) 15х + Юу + 6г = 30; в) х - 2г/ - г = -2; г) 2х + 4г/ - г = -4. 7. а) 2х + 
+ Зг/ - г = 2; б) Зх - 4г/ - 7г = -8.

§3

1. cosZA = совАВ = созг^С — 2^. 2. д, 1
3’

2
3*

3. 4. 4. Указание. 
Ал

Используйте равенство |х|2 = х • х. 5. 1 агссоз --7= 
\ <3

Указание. Найдите

отношение длин векторов а и Ь. б.д/б. 7. 6. 8. агссоз^. 9. ^. 10. агссоз^ .

13 4711. агссоз2д. 12. агссоз^.
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§4

1. а) ^ б) ^; в) arccos-^=; г) параллельны. 2. 2х + у + 2г = 3. 3. т = - 1.

4. ^. 5. arccos-^. 6. arccosy. 7. arccos^. 8. arccos^. 9. arccos^^.

Д. 13.1: 2. Указание. Покажите, что3 /—10. arccos-==. 11.1 : \3.12. arccos 
Ѵбі

основанием высоты пирамиды является середина гипотенузы треуголь­

ника АВС. 14. агссоз15. 2 : 3.

§5

1. 0. 2. arcsin^. 3. ^. 4. arcsin^. 5. 10. 6. arcsin^. 7. arcsin^ÿ.

8. 1 : 2.

§6
1. 3. 2. 2. 3. ^. 4. ^. 5. 1. 6. A 7. — ■ 8. -^.9. £E. 10. A-

44 <2 л/3 л/5 V17 Д1
7

11. ^. Указание. Длина проекции отрезка на плоскость равна длине этого 
отрезка, умноженной на косинус угла между прямой, на которой лежит 
отрезок, и плоскостью. 12. ау[2.

§7
1. а) (-3; -4; -5), Я = ^2; б) (^2; -^3; ^5), В = л/3; в) (л/2 - 1; ^2 - 1; -2^2 - 1),

R = 2^/2. 2. Сфера данного радиуса с центром в данной точке. 3. а) (х - 4)2 +
+ (х + З)2 + (г + I)2 = 26; б) (х + 2)2 + (у + 5)2 + (г - З)2 = -2;

Глава 7

§1
х4 1

1—2. Указание. Р'(х) = /(х). 3. ех - е. 4. а) — - 3; б) 5 - —
4 2х2

в) эіпх -1.5. Указание. Производная функция в правой части равенства 
должна равняться функции, стоящей под знаком интеграла.
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§2
1. а) |х3 - ^х2 + Зх + С; б) ^кх2 + ах + С; в) ^тх3 + ^пх2 + кх + С; 

г) 1-8Іп(Зх - 2) + С; д)-4соэ^-4зіпбх + С; е) А(2х- I)11 + С; ё) 5^/2х + 3 + С; 

ж) С - ^сі£5х; з) ^1п|2х - 1| + С; и)| е3х + С. 2. а) х-1- 2х2 + С; б) |1§5х + С; 

в) I? - |зіп2х + С; г) (1 - х) 1 + С; д) 3^2 23' + С; е) С - ]|22““; 

ё) С - соз(1п0; ж) С - 2л/соёх; з) 1п| 1пх| + С. 3. а) ^х2- 2х + 2; б) |х3 + х; 

в) 1 - сое (х + 1); г) 1 - сѣ§х. 4. а) ^х4 + х-1 + С; б) 2^/х + 1 + С; в)х + | соэЗх + 

+ С; г) т?8іп2х - І соэ2х + С; д) Зtg^ + С; е) С - : ; ё) С; ж) і е2х + С.
2 2 о ІПХ 2

§3

1. а) у = віпх - соэх + С;б)у = ^х2 + ^х2 + С. 2. ^ = 2х + Ср і/2 = Зх + С2. 

3. а) г/ = ^х3 - ^х6 + 113; б) у = |зіп2х - ^; в) і/ = 3 - х-1. 4. а) і/ = Се2; 

б) уг = л/Зх2 + Ср у2 = -л/Зх^Тс^; в) ух = ^х2 + 2х + Ср у2 = -^х2 + 2х + С2.

5. а) і/ = (х + I)2; б) і/ = ^соз2х; в) і/ = х2. 6. 3200^-560 м. 7. ^^Х 8. 45°.

9- *=*-# 10. у = Сех. Указание. Решите уравнение у'(х) = у(х).

11. у = С>1\х\. Указание. Решите уравнение 2х • у '(х) = у(х). 12. 10^2 
4^2 -1 мин.

Указание. См. пункт 3.5. 13. Q(^) = Qo • 21600, где і — число прошедших лет.

Глава 8

§1
5. а) Например, шар радиуса ^ с центром в точке К; б) например, шар 

радиуса с центром в точке £; в) каждый шар радиуса г < 1 с центром ^

содержит точку \ Э о I, принадлежащую данному множеству, и не

принадлежащую ему точку г 4 1 \ • Внутренность Ф —£ Э О ) множество
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всех точек (х;у;г;) таких, что 0<х<1,0<і/<1,0<2<1; граница Ф — 
множество всех точек, принадлежащих граням куба; внешность Ф — все 
точки пространства, не принадлежащие данному кубу. 8. Объединение 
всех концов указанных отрезков и точки {0} — начала координат.

§2
1. Указание. Рассмотрите замкнутый шар радиуса сі с центром в 

произвольной точке данного множества. 2. Указание. Если множест­
во ограничено, то оно содержится в некотором шаре радиуса R, тогда 
расстояние между любыми точками этого множества не больше диа­
метра шара. Обратное утверждение вытекает из результата преды­
дущей задачи. 3. Указание. Возьмите шар, содержащий данное мно­
жество, и опишите куб вокруг этого шара. 4. Указание. См. задачу 2.
5. Указание. Рассмотрите круг радиуса с центром в середине отрезка 
АВ. 6. Указание. См. предыдущую задачу. 7. Указание. Рассмотрите ша-
ровые сегменты, отсекаемые от данных шаров плоскостью, которая пер­
пендикулярна отрезку, соединяющему центры шаров, и проходит через 
его середину. 8. Указание. Данная фигура — часть шара без шаровых сег­
ментов, отсекаемых плоскостями боковых граней тетраэдра.

§3
1. а) Если все точки лежат на одной прямой; б) если одна из точек принад­

лежит замкнутому треугольнику с вершинами в трёх других точках; в) во 
всех остальных случаях. 2. а-в) Если точки лежат в одной плоскости, то 
задача сводится к предыдущей; г) когда точки не лежат в одной плоскости. 
3. Если какие-нибудь четыре данные точки лежат в одной плоскости, то 
получится четырёхугольная пирамида с 5 гранями и 8 рёбрами. В против­
ном случае получится 6 треугольных граней и 9 рёбер. 4. Указание. Полу­
чившаяся фигура — пересечение данного квадрата и описанного вокруг 
него открытого круга. 5. Указание. Получившаяся фигура — пересечение 
замкнутого круга и открытых полуплоскостей, границами которых явля­
ются касательные, проходящие через удалённые точки границы круга. 
6. Указание, а) См. предыдущую задачу; б) удалённые точки поверхности 
шара принадлежат границе фигуры Ф; в) рассмотрите плоскость, прохо­
дящую через центр шара и одну из удалённых точек на его поверхности. 
7. Указание, а) Рассмотрите пересечение всех треугольников с вершиной 
С, две стороны которых лежат на сторонах угла АСВ, а третья касается 
дуги АВ; б) удалённая точка А принадлежит границе фигуры Ф; в) пока­
жите, что проекция фигуры Ф и {А} является замкнутым промежутком, 
а затем убедитесь, что при удалении точки А эта проекция не меняется.
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8. Можно отделить все точки, за исключением точек замкнутого тетра­
эдра 8АВС. 9. Указание. Система состоит из четырёх неравенств, каждое 
из которых определяет открытое полупространство, ограниченное одной 
из плоскостей граней тетраэдра, и где находится противоположная этой 
грани вершина.

§4
1. Указание. Соедините внутреннюю точку многоугольника со всеми 

его вершинами прямолинейными отрезками. 2. Указание. Рассмотрите 
все треугольники, стороны которых являются хордами данной окруж­
ности. 3. Например, можно взять куб АВСОА1В1С1О1 и удалить из него 
тетраэдры А^^^ иА^^^. 4. Можно взять две призмы с одинаковыми 
пятиугольными основаниями и «приставить» одну к другой, совместив 
основания. 5. ^. 6. Указание. Центр сферы лежит на прямой, прохо- 

о
дящей через центры (точки пересечения медиан) оснований пирамиды. 
Т.ЦЙ.аагсій.

Глава 9

§1
1. Указание. Подберите п так, чтобы 2" > 100, и рассмотрите прямо­

угольники с основанием AD, состоящие из квадратов ранга п. 2. Указа­
ние. Рассмотрите элементарные фигуры ранга п, где 2" > 10. 3. Указание. 
Покажите, что отрезок АВ пересекает 2п+2 квадрата ранга п. 4. Указание. 
Отрезок АВ можно покрыть 2п+1 квадратами ранга п. 5. Указание. Разде­
лите трапецию вертикальными прямыми на два треугольника и прямо­
угольник, а затем воспользуйтесь решением предыдущей задачи.

§2
1. ”ф. 2. 4, 2^10, 2^10. Указание. Пусть О — точка пересечения меди­

ан треугольника АВС. Найдите длины сторон АО, СО и площадь треуголь­
ника АСО. Это позволит определить угол АОС, а затем и стороны тре­
угольника АВС. 3.12. 4. ^ -- • S. 5. 4д/3. 6. у[2. 7. 6,5. Указание. Покажи- 

2(т+п)
те, что обе части ромба являются трапециями, и найдите отношения их
оснований. 8. -^-. Указание. Сумма расстояний от любой точки равносто- о
роннего треугольника до его сторон равна высоте. 9. SABE : SBCDE = 8:7. 
Указание. При продолжении боковых сторон трапеции до пересечения
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получится равнобедренный треугольник. Выразите &АВЕ и 8ВСЕ)Е через 

площадь этого треугольника. 10. 1~щ-. Указание. Пусть О1 и О2 соответ-
ственно центры большой и малой окружностей, Ап В — точки касания с 
прямой /, а С — ближайшая к I точка пересечения. Воспользуйтесь тем, 
что ОГАВО2 — прямоугольная трапеция с острым углом в 45°, а треуголь­

ник О.СО9 — прямоугольный. 11. . Указание. Заметьте, что
ВС = Вл/2, найдите отношение сторон АВ иАС по теореме о касательной и 
секущей, проведённых из одной точки, а затем воспользуйтесь теоремой 
косинусов. 12. ^®. Указание. Понятно, что АУ • МУ = УС • У В или 

О р т
АУ : УС = У В : МУ. Пусть УС = х. Покажите, что АУ : УС = —-—, 
УВ : МУ = —^— и найдите х. 13. І^§ и 16^3. 14. 4:3. Указание. Пусть 

1-х 4
В — площадь трапеции. Выразите через В площади треугольников МСУ 
и МВУ. 15. 2,8. 16. 2. Указание. Точка Е лежит на окружности с диамет­
ром ВС. 17. 3^3. Указание. Найдите отношение площадей треугольников 
АВСиАСВ. 18. 7+ лД7. Указание. Через точку М проведите прямую, па­
раллельную биссектрисе угла С, и воспользуйтесь теоремой Фалеса.

§3
1. а) 6; б) 6. 2. а) ^(х - I)3 + С; б) -|cos3x + С; в) f^3 + С; г) 1п|х - 1| + С; 

О ОО
д) х - 1п |х + 2| + С; е) -^ J(x-2)3 +С; ё) |sin3x + С; ж) ^х - ysin2x + С; 

о ’х 7 о Z 4
з) + + и) |ln +С; й) +arctg(xV2) + C. 3. а)

б) 60; в) 0; г) j; д) |; е) |; ё) |; ж) 2. 4. а) ^; б) |; в) 3; г) 64; д) У; е) Ь 

ё) 1; ж) 2^2; з) 4; и) л; й) ІпЮ; к) 1 + 1п|; л) 4 + 21п5; м) 1 - ЗйЛ. 5. а) ^ - 1;

л 1 1 9 32б) — - -1п2. Указание. См. содержание пункта 3.10. 6. а) —; б) —; в) — ;
4 2 6 2 3

ч 1 ч 125 - X 1 ч 2 „ \ 2 , 2 о, 2 ч1/і «і 3^ Q1 о
Г^Й’Д^ З’е^ 54 ’ е) 6 ’ Ж) 3 ’ 7’ ^ л + 3 ’ б) 3 П3 ’ В 6 Г + ІП8 ’ Г 9 ~ 8 п2'

8. 4 9. (Зл + 2) : (9л - 2). Указание. Пусть О — начало координат, А и В — 
О

точки пересечения параболы и окружности. Проверьте, что угол АОВ — 
прямой. При этом меньшая из искомых частей равна объединению чет­
верти круга и области, ограниченной данной параболой и графиком
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27функции у = |х|. 10. —. Указание. Покажите, что графики функций

у = у/5х + 1 и у = х2 - 2х + 1 пересекаются при х = 0 и х = 3. 11. а) —; б) 1; 
5 о

А х 2 в) ГЬ' 
3 71

§4

1. Указание. Используйте приближения чисел а, Ь, с сверху и снизу

дробями вида ^ • 2. а) 8л; б) л; в) ^; г) 8л. 3. £я2(ЗЯ - Я), ^(П + Н) (2Я -Я)2. 
2 Іи о о

4. ^И'\^3. 5. 24л. Указание. Сечения пирамиды плоскостями, перпенди-

5 тс /— кулярными оси вращения, являются прямоугольниками. 6. — л/2. Указа-
16 чние. См. предыдущую задачу. 7. — г . Указание. Рассмотрите сечения 

данного тела плоскостями, параллельными осям обоих цилиндров.

8. ^Ѵб. 9. ^^^2. 10. 9^23. 11. ^. 12. |аДЗ- Указание. Представьте пира- 
2 о 12 4 о

миду MQPN как разность пирамид QMNB и РММВ. 13. —л/2. Указание.

Высота пирамиды равна диагонали основания. 14. а) —5—; б) —5—;

в) 3-^-л; г) 76л. 15. 3^\7 см3. 16.
3 8

19. ^Д^а3. 20. 1:1.

~^. 17. ^(а3 - й3). 18. 1900. 
3 о

Глава 10

§1
. . 1 9 11 о 25 . 1 « 19
^^^^з-2-^*3-^-4-^5-^-

§2
1.1. 2. а) ^; б) Ц; в) ^. 3. 4. |. 5. а) 0,0024; б) 0,3584; в) 0,1536.

8 81 81 81 о У

§3

1-а>§б;б>Ц-2-а)Н;б)1!-3-1’5%-4- 
ч4

1
т

(п. п\ 4 к+"-хИа)п;б) _7
33’
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Глава 11

§1

2. Указание. Число 2л является общим периодом для функций sinx и 
sin2x. 4. а) 4л; б) 2; в) л; г) ^; д) е) л^2. 5. Указание. Воспользуйтесь 

О Zu

формулой cos2x = —(1 + cos2x). 6. Указание. Рассмотрите, например, фун- 
кции sinx и sin2x - sinx. 7. - 8. Указание. Воспользуйтесь строгой моно­
тонностью данных функций на промежутке [0;~). 9. Указание. Покажи­
те, что период данной функции равен 1. 10. Основные периоды: а) —; б) 1; 

в) 2л; г) л. 11. Периодичны функции в пунктах б) и г). 12. Указание. Вы­
разите функцию ctgx через tgx. 13. Указание. Воспользуйтесь равенства­
ми sin(x + л) = - sinx, tg(x + л) = tgx. 15. Функция не периодична. 16. л. 
17. Функция не периодична. 18. В точках xk = —t где к е Z, к ^0. 19. Ука- 

зание. В примерах а-д воспользуйтесь периодичностью соответствующих 
функций. В примере е) график симметричен относительно начала коор­
динат; нули функции найдены в задаче 18; при х-^°° функция монотонно 
стремится к нулю.

§2
1. в) Среди всех положительных рациональных периодов нет наимень­

шего. 2. а) 4^; б) ^ ; в) 20£л; г) ; к е R, к^О. 3. Указание. Воспользуй- 

тесь утверждениями пунктов 2.7 и 2.10. 4. Указание. Данная функция

равна л/2 біп^х + ^ 5. Пусть ф е [0; 2л) , 81П(р 7^+^ ’ С08ф ~ ^а^+Ь2 ’ 

Тогда Р = ф + 2тл, где т е 7. 6. у/6. Указание. Преобразуйте функцию к 

виду ^2эіп^х + ^ —Ѵ2эіп2^х + ^ и воспользуйтесь формулой разности си­

нусов. 7. 2. Указание. Преобразуйте функцию по той же схеме, что и в 

задаче 6. 8. а) 2л; б) |; в) 35л; г) ; д) 12л. 9. Для квадратов целых

чисел. 10. а) 2л; б) 210л; в) 144л. 11. . Указание. Пре-4 16 16 16 16
образуйте функцию к виду эіпЗх - зіп ^ - 5х и примените формулу раз-
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ности синусов. 12. 3. Указание. Примените формулу тригонометрическо­
го двучлена из пункта 2.6.

Глава 12

§1
2. ОМГ - ОМ2. 3. Указание. Можно сослаться на неравенство треуголь­

ника для векторов, изображающих соответствующие комплексные чис-

ла. 4. а) л + (р; б) л - (р. 5. а) |г| = л/2, argг = 4
Зл.
4 ’ в) Н = і,

argz = ~; г)|г| = л/17, argг = -arctg~; д) \г\ = ^4 + 2^2, arg2 = |.6. а) 2(соз^ +

+ ізіп^
6 і

соэ^ + іэіп-^ч; в) сов^ + ібіп-^; г) соэл + іэіпл; 
^4 4 / о о

д) ^26(соэф + іэіпф), ф = arctg5; е) соэ-^ + ^іпу; ё) соэ^р + ізіп^; 

ж) \/4 + 2л/2 ^соз^ + ізіп^. 7. 0. 8. а) Окружность радиуса 1 с центром

в точке (-1;0); б) открытый круг радиуса 1 с центром в точке (-1;0); 
в) окружность радиуса 1 с центром в точке (0;1); г) замкнутое кольцо, за­
ключённое между концентрическими окружностями радиусов 3 и 5 с об­
щим центром (0;-1). 9. а) Прямая, перпендикулярная отрезку с концами 
(2;0), (0;-4) и проходящая через его середину; б) открытый луч, выходя­
щий из начала координат, расположенный в первой четверти координат­
ной плоскости и образующий угол 60° с осью Ох; в) окружность радиуса 1 
с центром (0;-1).

§2
1. а) і; б) 4(а/3 + і). 2. а) соэ^ + /эпА б) ^(соэ^ + івіп-^; в) соэ2л +

+ І8іп2л == 1; г) соэ^-Д^ + ізіп^-^. 4. а) -25і; б) -26; в) -4(1 + і Ѵз);
\ О / \ О /

г) ^(1-9. Указание. См. задачу 2 г). 5. а) сое + І8ІП

л

Зл— - ф + іэіп — - ф ; г) сое —2

+ ^іп^ - ф|; д) ^^(соэф + іэіпф), если соэф2 0; И(СО8(Л + <р»

+ ІЭІПф (л + ф)), если СОЭф 0. 6. а) 2соэ— соэ — + іэіп — ; б) 2соэ— сое

+ І8ІП в) 2совф; г) (2соэф + 1)(совф + іэіпф); д) 28Іпф^со8^2ф - ^
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+ І8Іп|2ф - ; е) —Р 2// 2зіпф 7. Указание. Покажите,

что скалярные произведения (2.; 2.) векторов, отвечающих числам 2., рав-
1 . . 2лны - при і / /. Следовательно, углы между этими векторами равны — .

8. - 1 + (л/2 + 1)і. 9. Указание. Примените формулу суммы геомет­
рической прогрессии и равенство а3 = 1.

§3

1. а) соэ(^ + СлІ + ізіп^ + Ся); б) 2(со8^^^^ + ізіп^^^і; 
\4 / \4 / \ 6 6 /

4(со8(12*±1^ + йш/І^М г) 2Їсо8(2*±^ + йзіп^^М 
\ 13 / \ З 3 /

д) 2(соз^±^ + ізіп^^±М е) 4лЫсоз^±^ + І8ІП<4*±М 
\ 6 6 / \ 4 4 /

ё) 2^со8^±^ + ййп(-^^М £ є 2. 2. а) гїсоз^Ц^ +

+ /ЗйЖ±2)7Г

+ іэіп^, £=1,2 
3

И = о, 1, 2, 3; б) ±2 + і; в) ^^ г) і, -1, - і; д) сой^ + 
3 3

., 5. 3. Вектор равнодействующей силы равен (0; 1025).

4. Указание. Используйте формулы (аЬ)п = ап Ьп п
и п

= — .5. Указание.
1 Ъп

Воспользуйтесь свойствами: точки 2 и 2 симметричны относительно оси
Ох, а точки 2 и -2 — относительно оси Оу. 6. Указание. Данное уравне­
ние равносильно утверждениям х7 = 1, х / 1. 7. п = 4. 8. а и б) О, -1, 

в) созу + іэіп^, Л = О, 1, ..., 5. 9. а) 200. Указание. Один из кор- 
3 3 3

ней равен нулю, а остальные удовлетворяют уравнению 2199 = 1; б) беско­
нечно много. Указание. Уравнению удовлетворяют, в частности, все 
действительные числа.

§4
1. а) Для действительных положительных 2; б) для действительных от­

рицательных 2; в) для мнимых 2, лежащих в полуплоскости ІШ2 > 0; 
г) для мнимых 2, лежащих в полуплоскости ІШ2 < 0. 2. Для комплексных 
чисел, лежащих на единичной окружности с центром в нуле.
3. Для действительных или чисто мнимых чисел. 4. а) Параллельный пе­
ренос на вектор (0;1); б) поворот против часовой стрелки на угол 90° вок- 
руг начала координат; в) гомотетия с коэффициентом и центром в нача-
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ле координат; г) поворот по часовой стрелке на угол 90° вокруг начала ко­
ординат. 5. а) В окружность радиуса 1 с центром в точке -і; б) в окружность 
радиуса 2 с центром в точке 0; в) в окружность радиуса 1 с центром в точ­
ке 0. 6. а) В окружность радиуса 1 с центром в точке 0; б) в окружность ра­
диуса 1 с центром в точке -і; в) в окружность радиуса 2 с центром в точке 3; 
г) в окружность радиуса 1 с центром в точке 1. 7./(г) = -г. 8. /(г) = і • г. 
9. а) В окружность радиуса 1 с центром в точке (1;-1); б) в окружность ра­
диуса 1 с центром в точке (-1;1); в) в себя. 10. а) В окружность радиуса 2 с 
центром в точке 0; б) в прямую с уравнением |ш| = | ш + 1 + і |. 11. а) |г - і| = 
= |г - 1 + г|; б) |г + г| = |г - 1 + /|; в) |г| = |г + 1 - 2і|. 12. |г - 1 + і| = ^2. 13. а) (0;0), 
г = <б) (0;-1),г=1.

§5
1. в) е™ = - 1; г) е2т =1.2. Указание. См. предыдущую задачу. 3. е~1Х.

4. а) 2соэ2; б) -2; в) 0; г) е. 5. а) \2е1; б) 2е6 ; в) е4 ; г) ^26егф, (р = arctg5. 
6. а) е(соз2 + іэіп2); б) ^(созі - ізіпі); в) е1+й(со8п - іэіпа); г) е1-2ь(соз2п - 
- ізіп2а), где а + іЬ = и. 7 — 11. Указание. Выразите созг и эіпг через еіг и 
е~іг. 12. Луч и + іѵ = г(сову + ізіпі/), где г>0, ау — фиксированная мнимая 
часть переменной г.
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